
Math Sup PCSI - Le mardi 12 septembre 2006

Devoir Libre N�1
Pour le mardi 19 septembre 2006

Exercice 1 On rappelle la formule des sommes géométriques :

∀ z 6= 1, 1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
.

1. Calculer S = 1 + ei 2π
5 + ei 4π

5 + ei 6π
5 + ei 8π

5 .
En déduire que 1 + cos(2π

5
) + cos(4π

5
) + cos(6π

5
) + cos(8π

5
) = 0.

2. Véri�er que cos(2π
5

) + cos(8π
5

) = 4 cos2(π
5
)− 2, et que cos(4π

5
) + cos(6π

5
) = −2 cos(π

5
).

3. Etablir que cos(π
5
) est solution de l'équation 4x2 − 2x− 1 = 0.

En déduire que cos(π
5
) = 1+

√
5

4
.

4. Prouver que cos(2π
5

) =
√

5−1
4

.
5. Calculer sin(π

5
), sin(2π

5
), cos(3π

5
) et cos( π

10
).

Exercice 2
Pour tout n ∈ N∗, on désigne par fn la fonction dé�nie par

∀x ∈]− 1, +∞[, fn(x) = xn ln(1 + x).

1. (a) Déterminer le tableau de variation de la fonction hn dé�nie sur ]− 1, +∞[ par

hn(x) = n ln(1 + x) +
x

1 + x
.

Préciser le signe de hn(x) sur ]− 1, +∞[.
(b) En déduire le tableau de variation de fn.

(On distinguera deux cas, suivant que n est pair ou impair.)
(c) Pour x ∈]0, +∞[, comparer fn(x) et fn+1(x).
(d) Représenter sur une même �gure les graphes des fonctions f1, f2 et f3.

2. (a) Justi�er l'existence d'un unique réel αn dans R+∗ tel que fn(αn) = 1.
Montrer que αn > 1.
Placer α1, α2 et α3 sur le graphe de la question 1.(d).

(b) En utilisant la question 1.c, montrer que la suite (αn) est décroissante.


