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Pour le mardi 6 mars 2007

Partie I : étude d'un exemple
Soit f l'application de R3 dans lui-même dé�nie par :

∀ ~u = (x, y, z) ∈ R3, f(~u) = (y + z,−x + 2y + z,−x + y + 2z).

1. (a) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
(b) Prouver que f est un automorphisme de R3.
(c) Préciser, en fonction de x, y et z, l'expression de f ◦ f (~u).

En déduire que [f − idR3 ] ◦ [f − 2 idR3 ] = 0̃.

2. On note P = Ker(f − idR3) et D = Ker(f − 2 idR3).
(a) Prouver que P =vect(~e1, ~e2) et D=vect(~e3), avec ~e1, ~e2, ~e3 trois vecteurs à préciser.
(b) Justi�er que P est un plan vectoriel, etD une droite vectorielle non incluse dans P .
On en déduit donc que P et D sont supplémentaires dans R3.
Notons alors p (resp. q) le projecteur sur P (resp. D) parallèlement à D (resp. P).
(c) Véri�er que tout ~u = (x, y, z) de R3 s'écrit de manière unique sous la forme

~u = λ1 ~e1 + λ2 ~e2 + λ3 ~e3

où λ1, λ2, λ3 sont trois réels à déterminer en fonction de x, y, z.
(d) En déduire l'expression de p(~u) et q(~u) en fonction de x, y, z.
(e) Véri�er que f = p + 2 q.

Sur une �gure, représenter P , D, un vecteur quelconque ~u, et son image f(~u).

Partie II : cas général
Soient E un R-espace vectoriel, a et b deux réels distincts, et f ∈ L(E) tel que :

[f − a idE] ◦ [f − b idE] = 0̃.

1. On note Fa = Ker(f − a idE) et Fb = Ker(f − b idE).
(a) Véri�er que Fa ∩ Fb = {0E}.
(b) Montrer que Im(f − b idE) ⊂ Fa.
(c) Véri�er que [f − b idE] ◦ [f − a idE] = [f − a idE] ◦ [f − b idE].

En déduire que Im(f − a idE) ⊂ Fb.
(d) Pour x ∈ E, simpli�er l'expression 1

a−b
[f − b idE](x) + 1

b−a
[f − a idE](x).

En déduire que E = Fa ⊕ Fb.
On note p (resp. q) le projecteur sur Fa (resp. Fb) parallèlement à Fb (resp. Fa).

2. Prouver que f = a p + b q.

On rappelle que f 0 = idE, et pour tout n entier naturel non nul, fn =

n fois︷ ︸︸ ︷
f ◦ f ◦ · · · ◦ f .

3. Etablir que : ∀n ∈ N, fn = anp + bnq.
Pour x ∈ E, préciser l'expression de fn(x) en fonction de a, b, x et f(x).


