Math Sup PCSI - Le mardi 16 janvier 2007

Devoir Libre N°8
Pour le mardi 23 janvier 2007

n n
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Proble : calcul d li — etd li —.
robléme : calcul de  lim Z o et de  lim Z o

p=1 p=1

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Soit a un réel tel que £ ¢ Z.
2n+1
(a) Montrer que '+ = Z () % (sina)® (cosa)? TR,

k=0
n

b) En déduire que sin[(2n + 1)a] = (sina)?**! 21y (—1)*(cotan a)? 2,
2k+1

k=0
n

2. On considére le polynome P, = Z(ggﬂ)(—l)kX”_k
k=0
(a) Prouver que, pour p € {1,2,...,n}, x, = (cotan
_ & n(2n —1)
b) En déd = — 7.
(b) En dé ulreque;% 3
3. (a) Etablir que ¥t €]0, 5[, sint <t < tant ,

puis que V¢ €]0, 5[, (cotan ¢)* < & < 1+ (cotan ¢)2.

pr
2n+1

)? est racine de P,.

(b) En déduire que Vp € {1,2,...,n}, z, < @i 1 4 Tp.

p2ﬂ'2

n
4. On consideére u,, = Z — . Déterminer un encadrement de uy,, puis sa limite.
p=1
5. Ecrire un programme Maple calculant u,, pour une valeur de n donnée.
Transposez-le sur votre calculatrice, et calculez des valeurs approchées de us, u1g, usg,
U100 €t uspp (on donnera les résultats avec un nombre pertinent de décimales).
Controler votre résultat trouvé en 4.

n(n—1)(2n —1)(2n — 3)
30 .

S

(a) Prouver que Z TpLy =

1<p<gsn

8n* + 16n3 — 28n2 + 9n

(b) En déduire que Z x2 = T

p=1
n

(c¢) On considére v, = E — - Déterminer un encadrement de v, puis sa limite.
p=1
(d) Modifier votre programme de la question 5 pour calculer des valeurs approchées
de vs, v19, V50, V100 €t Vs00-
Controler votre résultat trouvé en c.



