Math Sup PCSI - Le vendredi 1°" décembre 2006

Devoir Surveillé N°3
Durée 4 heures
Les calculatrices ne sont pas autorisées

Probléme A

1
z(t) = 3 (t2 — 2t)
On note (T') la courbe de paramétrage (t € R).
L 1o

et M(t) le point de (T') de parametre ¢.

1. Quelles sont les valeurs de ¢ pour lesquelles le point M (¢) est singulier ?

2. Soit t € R. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (I') au point M (¢).
3. Etudier et tracer la courbe (T').

4. Soient t et ¢’ deux réels.

(a) Montrer que les tangentes a (I') en M(t) et M(¢') sont perpendiculaires si, et seulement si,
1+txt =0.

(b) Soit P le point d’intersection de ces deux tangentes, lorsquelles sont perpendiculaires.
Démontrer que le point P décrit une courbe §2 paramétrée par :
th—3t3 — 2+ 3t + 1
6t2
P +3t+1
B 6t

zp(t) =
(t € R¥)
yp(t)
5. (a) Montrer que §2 est inclus dans la conique A d’équation
9 1
6y 73y71'+6 = 0.
(b) Réciproquement, montrer que A C Q.

6. Etudier et tracer la conique A, en précisant ses éléments.

Probléme B Les parties I et II sont indépendantes.

Partie 1
1. Résoudre I’équation différentielle : (Ey) y' +th(t) y = 0.
( =

Préciser la solution y; de cette équation vérifiant y4(0 1.

2. Résoudre I’équation différentielle : (Es) vy’ + th(t) y =t th(¢).
Préciser la solution ys de cette équation vérifiant y2(0) = 0.

Partie II

T odt
Pour k € N* et x € RT, on pose I(z) =

o chkt’

1. Justifier que la fonction Iy, est dérivable sur Rt et préciser sa dérivée.
Quel est le sens de variation de la fonction Iy ?



2. Montrer que Vx € R, I;(z) = 2arctan(e®) + ¢, ot ¢ est une constante & déterminer.
3. Calculer I(z).

4. En utilisant une intégration par parties, établir que

thx k
Vke N Vz R I = Ii(z).
* w2(®) = Gy iyt e @)
On pourra remarquer que ch,lkt = %

5. En déduire I3(z) et I4(x).

6. Soit k fixé dans N*. Pour tout n € N, on pose u,, = I(n).
(a) Justifier que la suite (u,) est croissante.
(b) Démontrer que

< 2et.

YVteRT, — <
cht

En déduire que Vn € N, u,, < 2%, puis que la suite (u,) converge.

On notera ¢ = lim wu, = lm Ix(n).
n—-+o0o n—-+o0o
(c¢) Calculer ¢; et £s.
(d) Prouver que Vk € N*, {10 = kk? L.
(e) Montrer que Vp € N, lo,41 = [2(,,2’;)!32 z.
f) Déterminer une expression similaire pour ¢5, avec p € N*.
p

Probléme C

Pour tout p € N, on considére la fonction f, : R — R définie par la relation de récurrence :

Vo eR, fo(l‘) =1

1
VpeN*, VzeR, fi(z)=pfpi(z) et /f'p(x)dx:O
0

1. Justifier que fi(z) =z — 3, et que fo(z) = 2?
Calculer de méme f3(z) et fi(z).

2. Prouver que, pour tout p entier naturel supérieur ou égal a 2, f,(0) = f,(1).

— x + ¢, ol ¢ est une constante a déterminer.

3. En raisonnant par récurrence sur p, établir que, pour tout p € N*,

Ve eR, filze+1)— fplz) =paP L

n
4. Pour tous les entiers naturels non nuls n et p, on note S, (p) = Z A
k=1

(a) Donner des expressions simples de S, (1) et S,,(2).
(b) Montrer que S, (p) = % [fp(n+1)— fp(1)].

(¢) En déduire les expressions de S, (3) et de S, (4). (On donnera celles-ci sous forme factorisée.)

5. Pour tout p € N, on pose b, = f,(0).

P
(a) Prouver que, Vp e N,Vz € R, fy(z) = Z (P) by, xP 7.
k=0
p—1
(b) En déduire que Vp > 2, Z(Z) by, = 0.
k=0
(c) En utilisant vos résultats de la question 1, préciser les valeurs de by, b1, b, b3 et bs.
Utiliser la formule du 5.b pour calculer bs, puis préciser 'expression de f5(x), et enfin celle de
Sn(5) (toujours sous forme factorisée).



