
EXERCICES PC � S25 : Di�usion Thermique
EXS25.1 Température dans un cable électrique (d'après HP1996/Thermo, MP-PT, p. 67)Un conducteur électrique de section circulaire de rayon r1, de conduc-tivité électrique � et de conductivité thermique K1, est entouré d'unegaine isolante de rayon r2 et de conductivité thermique K2.Ce conducteur est parcouru par un courant électrique d'intensité I,dont la densité est uniforme. On se place en régime permanent et onnéglige tout e�et de bord.On suppose que le contact thermique entre le conducteur et la gaineisolante est parfait. j
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En revanche, on admettra qu'entre la gaine isolante et l'air ambiant dont la température est égale à T0, ils'établit des échanges thermiques super�ciels dé�nis par la loi de Newton : une section de longueur L de lasurface latérale de la gaine � dont la température vaut T (r2) et dont l'aire vaut s = 2�r2:L � échange avecl'air un �ux thermique : � = h:(T (r2)� T0):s où h est une constante positive.1) Quelle est la symétrie du problème? Qu'en déduit-on de l'expression de la densité volumique de courantthermique �!jth dans le conducteur? dans la gaine?2) Dans la gaine, comment se traduit le fait qu'on est en régime permanent en terme de �ux thermique àtravers un cylindre de longueur L et de rayon r?3) Déterminer la température T à une distance r dans la gaine en fonction, entre autre, de T (r2), de r2 etde K2.4) Dans le conducteur, comment se traduit le fait qu'on est en régime permanent en terme de bilan ther-mique? En déduire l'expression du vecteur densité de courant thermique en fonction des constantes I, r1 et�.5) Déterminer la température T à une distance r dans le conducteur en fonction de T (r1), de r1, de K1 etde �.6) Donner les deux relations de continuité. En déduire l'expression de T (r2) en fonction des données del'énoncé.7) Calculer T (0), T (r1) et T (r2).Données : � = 5:107 
�1:m�1 ; K1 = 400 W:m�1:K�1 ; K2 = 0;4 W:m�1:K�1 ;r1 = 0;5 cm ; r2 = 2 cm ; I = 100 A ; T0 = 300 K et h = 20 W:m�2:K�1.Corrigé :1) � Le problème est à symétrie cylin-drique. On travaille dans la base cylindrique(�!er ;�!e� ;�!ez ) en choisissant �!ez tel que le vecteurdensité volumique de courant s'écrit :�!j = � I�r21�!ez .� Alors, dans le câble, la température T estde la forme : T = T (r) et le vecteur densitéde courant thermique s'écrit : �!jth = jth(r)�!er . j
r1

r2

z

x

y

HO

M

er
ez

e
θ

θ
r

T0

xPlus particulièrement, le vecteur �!jth s'écrit :dans le conducteur : �!jth = �K1��!gradT (r) = �K1dTdr �!er 1,dans la gaine : �!jth = �K2��!gradT (r) = �K2dTdr �!er 2,2) En régime permanent, la température T ne varie pas en fonction du temps et il n'ya pas accumulation d'énergie thermique dans un volume �xe de l'espace de la gaine.



S25 � Diffusion Thermique PC � B. de BornSoit le volume compris entre deux cylindres concentriques compris dans le câble, delongueurs L et de rayons r et r+ dr : l'énergie thermique de ce volume étant constante,on en déduit que la puissance thermique qu'il reçoit au niveau de sa surface fermée �est globalement nulle :ÆQdt = � = I��!jth ��!dSint = Z jth(r)�!er ��!dSint + Z jth(r + dr)�!er ��!dSint � 0Soit : � = 2�r:L:jth(r)� 2�(r + dr):L:jth(r + dr) = �(r)� �(r + dr) = 0� On en déduit que, dans la gaine, le �ux thermique du vecteur densité volumique de cou-rant thermique �!jth est indépendant de r : 8r 2]r1;r2] 2�r:L:jth(r) = Cte � �0 3,3) � Dans la gaine, les relations 2, et 3, conduisent à : jth(r) = �02�r:L = �K2dTdrSoit : dT = � �02�L:K2 drr , 8r 2]r1;r2] T (r) = � �02�L:K2 ln� rr2�+ T (r2) 4,4) Soit un cylindre d'axe Oz, de section �r2 (avec r � r1) et de longueur L.En régime stationnaire, le transfert thermique globalement reçu par le volume V dece cylindre pendant une durée dt est nul : ÆQdt = PJ + Pth � 0Il faut donc que la puissance thermique reçu par e�et Joule dans le volume V soitégal à la puissance thermique fournie à l'extérieur par conduction thermique au niveaude sa surface latérale Sl = 2�r:L : PJ = �Pth , RV :I2V = RSl �!jth ��!dSext = jth(r):2�r:LAvec, pour un conducteur ohmique de conductivité �, de section �r2 et de longueur L :RV = L��r2 . Et l'intensité qui traverse une telle section est : IV = j:�r2 = r2r21 :IOn en déduit : 8r 2 [0;r1] jth(r) = 1� � I�r21�2 r2 5,.5) � Dans le conducteur, les relations 1, et 5, conduisent à :jth(r) = 1� � I�r21�2 r2 = �K1dTdr , dT = � 1K1� � I�r21�2 r2drSoit : 8r 2 [0;r1] T (r) = � 1K1� � I�r21�2 r2 � r214 + T (r1) 6,6) � Il y a continuité du �ux thermique lorsqu'on change de milieu. Et donc à traversun cylindre de longueur L et de rayon r2 :�(r+2 ) = �(r�2 ), h:(T (r2)� T0):2�r2:L = jth(r�2 ):2�r2:L � �0Soit : �0 = h:(T (r2)� T0):2�r2:L, T (r2) = �02�r2:L:h + T0 7,� De même : �(r+1 ) = �(r�1 ), �0 = jth(r�1 ):2�r1:L = 1� � I�r21�2 r12 :2�r1:LSoit : �0 = 1�� LI2r21 8, et de 7, et 8,, on obtient : T (r2) = I2��r21 12�r2h + T0 9,7) � D'après ce qui précède T2 = 301 K .� La continuité des températures en r = r1 et les relations 4, et 8, donnent :T (r1) = � 1�� I2r21 12�K2 ln�r1r2�+ T (r2) = 302;4 K .� En�n, la relation 6, donne : T (0) = 1K1� � I�r21�2 r214 + T (r1) � T (r1) = 302;4 K .2 http://pcsi-unautreregard.over-blog.com 2007-2008


