EXERCICES COLLES PC — 59

Equations locales

EXS9.1| Conducteur dans PARQS
Un conducteur linéaire, de conductivité 7, occupe le demi-espace défini par z < 0. On étudie dans ce matériau
les conséquences d’un courant sinusoidal de densité de courant j = J(z) cos(wt) ex. On pourra utiliser la

notation complexe (on note E le complexe associé au champ réel E).
1) Donner 'expression de

2) On se place dans PARQS. A partir de symétrie et des inva- z
riances, montrer que:
a) est porté par e,

b) ne dépend que de z et de t.

3) Rappeler les équations de MAXWELL dans ’ARQS.

4) Déterminer B (z,t).

5) Etablir 'équation différentielle vérifiée par .J(z) ainsi que celle
vérifiée par E(z) et B(z).

6) Déterminer les solutions de I’équation caractéristique de ’équation différentielle précédente et mettre en

T>
J

évidence une longueur caractéristique de la variation spatiale des grandeurs 7 , ﬁ et B.
7) Déterminer la loi j (z,t) et interpréter le résultat en particulier en étudiant la variation de J avec la
distance au plan Ozy & un instant donné.

EXS9.2| Théoréme de POYNTING

1) En faisant un bilan d’énergie électromagnétique
pour un volume V quelconque limité par une sur-
face fermée S dans lequel régne un champ électoma-
gnétique, établir ’équation locale de conservation de
I’énergie :

Ou 7 B divi =0
ot
Interprétation de chacun des termes.
2) En utilisant les équations locales de MAXWELL,
en déduire ’équation locale de POYNTING (ou théo-
réme de POYNTING).

3) Soit un fil cylindrique conducteur de conducti-

vité v, de rayon R, d’axe Oz parcouru par l'intensité

constante I, le courant étant réparti de maniére uni-

forme.

— Montrer qu’en un point de la périphérie, le vec-

teur de POYNTING s’écrit, dans la base cylindrique
TN

 2ym2R3 er-

4) Calculer la puissance électromagnétique rayonnée

a travers la surface d’une portion de hauteur A de ce

cylindre conducteur.

5) En déduire la résistance électrique d’une telle

portion de conducteur.

(6_7«>,€_9>,€_Z>) sous la forme: 7 =

EXS9.3| Conducteur en régime stationnaire et Charge surfacique
1) On considére un conducteur dont le champ électrique satisfait en régime stationnaire & I'équation diffé-

rentielle: Aﬁ BV 0, ol Ap est une grandeur caractéristique du matériau.
D
Quelle est 'unité de cette grandeur?

La surface du conducteur es supposée plane et 'axe (Oz) est choisi vide
selon sa normale. (x<0) 9)
— Trouver la répartition spatiale du champ électrique, puis celle de
: L. . conducteur —>¢
la charge volumique p, lorsque le champ extérieur dans le vide au (x>0) EO
voisinage de cette surface vaut oaz, e_g? étant le vecteur unitaire
porté par I'axe (Ox).
On admettra que, loin de cette surface, le champ & l'intérieur tend X

vers z€ro.
— Donner une interprétation physique de Ap.

— Déterminer la charge volumique pg sur la surface du conducteur en fonction de Fy, Ap et €.
Conseil : De quelle(s) variable(s) dépend le chap électrique? Quelles sont les conditions aux limites?
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2) Ap est de lordre de quelques nanométres pour un conducteur usuel: pour un échantillon de taille
macroscopique, il est alors commode d’introduire la charge surfacique o du conducteur.

Exprimer o en fonction de pg et de Ap, puis en fonction de Ey et de €.

Conseil : on peut calculer la charge surfacique a partir de sa définition ou des relations de continuité du
champ électrique.

Cable coaxial :

Un cable coaxial cylindrique d’axe (Oz), de rayon intérieur a et de rayon extérieur b est le siége d’un champ
électromagnétique dont les champs électriques et magnétiques sont, en coordonnées cylindriques (e_r),e_g},e_z}) :
ﬁ(M,t) = E(r) cos(wt — kz) &
(M) = Bo(r) cos(wt — k2)
Les cylindres de rayons a et b sont des conducteurs parfaits: les champs électrique et magnétique sont nuls
pour r > b et pour r < a. L’espace situé entre les cylindres de rayon a et b est le vide.

avec w = ck, oul ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide.

1) Calculer E(r) en utilisant I’équation de MAXWELL-GAUSS et les conditions aux limites.
On posera: E, = lim E(r).

r—at
E
2) Montrer que ﬁg(r) = —“ﬁe—g. On donne: R(AE)) — Arot @ + gra§>\ xd.
cr
%
Conseils : Quelle équation de MAXWELL utiliser 7 Quelle est la valeur de r—ot> (e_r> ?
r

3) a) Utiliser les relations de continuité des champs ﬁ et § pour déterminer les densités surfaciques de
charge o,(z,t) et de courant ?sa(z,t) sur armature cylindrique r = a.
b) De méme, déterminer les densités surfacique oy (2,t) et jgp(2,t) sur Parmature cylindrique r = b.
80(1/() M -0

c) Vérifier que —— +

Interprétation physique de cgtte équation pour 7 = a par exemple? Pour répondre a cette question, faire
une bilan de charges entre les instants ¢ et ¢ + dt pour la portion de conducteur cylindrique r = a comprise
entre les cotes z et z + dz.

4) En utilisant (entre autre) la relation donnée a la question 2) , déterminer le potentiel vecteur Z(r,z,t)
et le potentiel scalaire V(r,z,t) dont dérive le champ électromagnétique entre les conducteurs.

a, T
On supposera que X = A(r,z,t)e_; et on montrera que A(r,z,t) = —In gEa cos(wt — kz).
c

5) Soit U(z,t) = V(a,z,t) le potentiel du conducteur intérieur a ’abscisse z et a 'instant ¢ et I(z,t) I'intensité
du courant électrique porté par ce méme conducteur.

Ul(z,t)
I(z,t)

6) Déterminer le vecteur de POYNTING a l'intérieur du céble coaxial.
On définit la puissance moyenne transférée a travers une section droite de ce cable de le maniére suivante :

Pm = frb:a f92£0 < ? > 'ﬁ-
Montrer qu’elle s’exprime simplement en fonction de Z.. Commenter.

Montrer que 7, = est indépendant de z et de t. Donner son expression.
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EXS9.1| Conducteur dans PARQS

Un conducteur linéaire, de conductivité «y, occupe le
demi-espace défini par z < 0. On étudie dans ce ma-
tériau les conséquences d’un courant sinusoidal de
densité de courant j = J(z)cos(wt) . On pourra

utiliser la notation complexe (on note E le complexe
associé au champ réel ﬁ)

1) Donner 'expression de
2) On se place dans 'ARQS. A partir de symétrie
et des invariances, montrer que:

a) ﬁ est porté par e,

3) Rappeler les équations de MAXWELL dans
I’ARQS.

4) Déterminer ﬁ(z,t).

5) Etablir équation différentielle vérifice par .J(2)
ainsi que celle vérifiée par E(z) et B(z).

6) Déterminer les solutions de I’équation caractéris-
tique de I’équation différentielle précédente et mettre
en évidence une longueur caractéristique de la varia-
tion spatiale des grandeurs j, E et

7) Déterminer la loi j (z,t) et interpréter le résultat
en particulier en étudiant la variation de J avec la

b) ne dépend que de z et de ¢. distance au plan Ozy & un instant donné.
7 _ @)
z
1) D’apres la loi d’OHM dans un conducteur, on a: E=2-"% cos(wt) e
2 v
2) a) VM €&, (M,e;,e2) est un plan de symétrie (IT) des courants.
Comme B (M)L(IT), on a: B(M,t) = B(M,t) &,
b) La distribution de courant est invariante par translation selon les directions des axes
(Ozx) et (Oy). Donc le champ magnétique est indépendant des variables z et y. D’ou:
B(Mt) = B(zt) &
dvE =2 (Maxwell-Gauss) divB =0 (Maxwell-Flux)
3) — 608 — —
rot =~ (Maxwell-Faraday) olB = o j  (Maxwell-Ampeére)
X —p_ 9B —
4) (Maxwell-Ampére) = rot B = —5, €= woJ (z) cos(wt) ey
2z
On en déduit : ﬁ(z,t) = — 1 cos(wt) </ J(z)dz) e | O
en introduisant une primitive de la fonction J(z).
—
5) e On part de I’égalité d’analyse vectorielle: 13%(1;%7) = grad(divd) — AQ.
D’aprés la loi d’OHM, on a 7 = ’yﬁ , d’ou:
AT =+AE = ygrad(divE) — rot(rot B)]
e (Maxwell-Gauss) = divE = 0, car ‘ p = 0 dans un métal ‘
%
OB oot B
e (Maxwell-Faraday) = R(rﬁﬁ) = 1ot (—§> = _r(jT
a—}
— (Maxwell-Ampére) —> Q(Rﬁ) = —,uoa—i.
- a7
Donc, j vérifie la relation: | Aj = fyuga—‘i (%).
e Or 7 = J(2) cos(wt) 5, don Z = J(2)e/¥te], ce qui permet d’écrire :
%
a5 - - d%j(2) d?J(z) .
vy = jwt(z)e’tey et Aj = P er = (E(Q )eJ“’te_g
dJ(z
D’ou d_(Q ) _ Jvpowd(2) | @
z
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—
e D’apres la loi I’OuM j = *yﬁ, on peut remplacer J(z) par yE(z) dans I’équation ).
2E(2)
dz?

E(z) satisfait donc la méme équation différentielle : = jyuowE(z) | ®

e Pour trouver ’équation vérifiée par B(z), on part de:
—
H(Rﬁ) = grad(divﬁ) _AB=-AB car divB = 0
Avec: (Maxwell-Ampére) = R(R?) = IGC}(,U()?) = Loy ol B

— (Maxwell-Faraday) = H(Rﬁ) = —M0788—t

D’ou: A?Z/LO’Y— (%)

e En régime sinusoidal permanent, on peut écrire
= B(z,t)e_y> = B(z) cos(wt + cp)e_;, soit : E = ﬁ(z)e(j‘"“"p)e_y> ol ¢ représente le
déphasage du champ magnétique par rapport a la densité de courant dont la phase est
prise comme _o}rlglne des phases.
Puisque 7 et § ont des structures analogues et qu’ils vérifient la méme «équation

d2
d_zg ?) = jypowB(z) | @

de diffusion» (cf. (x) et (xx)), on en déduit:

6) ¢ J, E et B vérifient ainsi la méme équation différentielle :

?’X x
d—z; = jymowX (E) d’équation caractéristique associée: r? = jyuow = yuowe’ 2.

r = Vet
Ty = _\/’)’Mowej%

e On peut introduire la distance é qui caractérise la variation staptiale en posant I’équa-
eX] _ [X] _ [X]
W] T 2
1 o 1 .1
o — les racines: ry = m + jm = —Ty

7) La solution J(z) de I'équation différentielle (2) est donc:

et () 5) 0 ) )

e La densité volumique de courant étant nécessairement finie, J(z) ne doit pas diverger

lorsque z — oo, ce qui impose .

On en déduit Z(z,t) = J(z)el¥e, :

7 = e (555 ) o[ (w457 ) | @

En notant J(0) la densité volumique de courant & I'interface du conducteur z = 0, on

obtient :
7(z,t) = J(0) exp Z exp wt+ = )| es
= do 60

e On retrouve que dans un métal (conducteur) en régime sinusoidal de pulsation w, les
courants sont localisés au voisinage de la surface sur une épaisseur dg telle que:

S0 = 0V2 = 2
YHow

Les racines de cette équation caractéristique sont :

tion aux dimension suivantes: [ = [ypow][X]. On en déduit :

§ =

: c’est 1’effet de peau.
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EXS9.3| Conducteur en régime stationnaire

1) On considére un conducteur dont le champ élec-

trique satisfait en régime stationnaire & l’équation
. . -
différentielle: AE — = 0 (%), ou Ap est une

grandeur caractéristique du matériau.

vide

(x<0) 0O
conducteur
(x>0)

X

Quelle est I'unité de cette grandeur?

La surface du conducteur es supposée plane et I'axe
(Ox) est choisi selon sa normale.

— Trouver la répartition spatiale du champ élec-

1) Le systéme est invariant par translation selon (Oy) et (Oz):

2

) s’écrit alors: —=— — —& =
() da? A%

trique, puis celle de la charge volumique p, lorsque
le champ extérieur dans le vide au voisinage de cette
surface vaut Oe_g, e_x> étant le vecteur unitaire porté
par l'axe (Ox).

On admettra que, loin de cette surface, le champ a
I'intérieur tend vers zéro.

— Donner une interprétation physique de Ap.

— Déterminer la charge volumique pg sur la sur-
face du conducteur en fonction de Ey, Ap et €.

Conseil : De quelle(s) variable(s) dépend le chap
électrique? Quelles sont les conditions aux limites?
2) Ap est de lordre de quelques nanomeétres pour
un conducteur usuel: pour un échantillon de taille
macroscopique, il est alors commode d’introduire la
charge surfacique ¢ du conducteur.

Exprimer ¢ en fonction de pg et de Ap, puis en
fonction de Ey et de €.

Conseil : on peut calculer la charge surfacique a
partir de sa définition ou des relations de continuité
du champ électrique.

E=TFE@)

. L’équation

e \p est une distance; on 1’appelle «longueur de DEBYE»

e La solution de (%) est de la forme: ﬁ =dexp|—— )+ ﬁexp z
>\D >\D

en introduisant deux constantes vectorielles d’intégration.

o?zﬁcar lim ﬁzﬁ

T—00

Par ailleurs, comme il y a continuité de la composante normale a I'interface conduc-
teur/vide (puisque la seule distribution de charge dans cette question est volumique!),

on en déduit que ﬁg =

B0) =

BEOY) =a.

D’ou:

B = Boexp <_E) _ By exp (_i) 2

Rque: La longueur de DEBYE apparait donc comme une épaisseur caractéristique de
conducteur ol le champ électrique est non nul.

o (Maxell-Gauss) WwE=" — plz) = —A—Eg exp <
€0

x
D

On a donc | p(z) = pyexp <——> )
AD
€0Fo
avec | pg = ——
D

la charge volumique & la cote z = 0.

2) Ap étant tres faible, la charge électrique est localisée au voisinage de la surface
et le champ électrique ne prend de valeur notable qu’au voisinage de cette surface.

e On peut alors considérer que
dans cette nouvelle modélisation surfacique: ﬁ 0F) —

9 —

73 o [7= k|

€0

—

= 0 pour x > 0. La relation de passage donnant,

ﬁ(O_) = gex o0 - Eoe, =
€0

e On peut également définir la charge surfacique par:
[e.e]

o= / p(z)dz = poAp = —€9Ey — On retrouve bien entendu le méme résultat.
0
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EXS9.4| Cable coaxial:

Un cable coaxial cylindrique d’axe (Oz), de rayon
intérieur a et de rayon extérieur b est le siege d’un
champ électromagnétique dont les champs électriques
et magnétiques sont, en coordonnées cylindriques
(r,e4,e2)
ﬁ(M,t) = E(r) cos(wt — kz) &
(M,t) = By(r)cos(wt — kz)
ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide.
Les cylindres de rayons a et b sont des conducteurs
parfaits: les champs électrique et magnétique sont
nuls pour r > b et pour r < a. L’espace situé entre
les cylindres de rayon a et b est le vide.

avec w = ck,

1)  Calculer E(r) en utilisant I’équation de
MAXWELL-GAUSS et les conditions aux limites.
On posera: E, = lim E(r).

r—at

§ Ea a_y

2) Montrer que By(r) = ——ej. On donne:
cr

Tl (VT) = ATob @ + gradA x @.
Conseils: Quelle équation g;e MAXWELL utiliser ?

Quelle est la valeur de rR <e_r> ?

r
% a) Utiliser les relations de continuité des champs
et 3 pour déterminer les densités surfaciques de
charge o,(z,t) et de courant js,(z,t) sur Parmature
cylindrique r = a.
b) De méme, déterminer les densités surfacique
op(z,t) et jep(2,t) sur Parmature cylindrique r = b.

80(1/1) 8jsa/b —0
ot 0z

— Interprétation physique de cette équation pour
r = a par exemple? Pour répondre & cette question,
faire une bilan de charges entre les instants t et ¢+ dt
pour la portion de conducteur cylindrique r = a
comprise entre les cotes z et z + dz.

c) Vérifier que

4) En utilisant (entre autre) la relation donnée a la
question 2) ; déterminer le potentiel vecteur Z(r,z,t)
et le potentiel scalaire V (r,z,t) dont dérive le champ
électromagnétique entre les conducteurs.

On supposera que = A(r,z,t)e_z> et on montrera

que A(r,z,t) = n %Ea cos(wt — kz).
c

5) Soit U(z,t) = V(a,z,t) le potentiel du conduc-
teur intérieur a 'abscisse z et a Uinstant ¢ et I(z,t)
I'intensité du courant électrique porté par ce méme
conducteur.

Ul(z,t)

I(z,t)

de ¢. Donner son expression.

— Montrer que Z, = est indépendant de z et

6) Déterminer le vecteur de POYNTING & lintérieur
du cable coaxial.

On définit la puissance moyenne transférée & travers
une section droite de ce cable de le maniére suivante:
Prm= [ [ <7 >.d8.

— Montrer qu’elle s’exprime simplement en fonction
de Z.. Commenter.

1) (Maxwell-Gauss): divE = 0 dans I'espace entre les conducteurs (vide),

donc, en coordonnées cylindriques: —

dE(r)
dr

1
& ~E(r) cos(wt — kz) +
r

Comme, en r = a*, E(a) = E,

2) (Maxwell-Faraday) : ol B = —

_)
= aE, cos(wt — kz)rR <e_r> + grag(aEa cos(wt — kz)) x o
r

ot B =
%
e Comme (1) rot <2> -0
T
%
—
T est tel que lE =1 ))s

2mey T

10rE(M.t)
— 7 =0

r or AE d Ct

cos(wt —kz) =0 & dB(r) =S = B=22
dr r T

t
= —e, on obtient: | E(r) = gEa

a r

% = wsin(wt — kz)?o(r) @. Par ailleurs::

—
rot <aEa cos(wt — kz)2>
r

—

r

0 (le champ électrostatique d’un fil rectiligne infini ﬁ(M )=

(2) le gradient a une composante akE, sin(wt — kz) selon e, on obtient :
%

Tl B = akE, sin(wt — kz)e; x o _
r

e Par identification de (D) avec (2), on obtient : 30 (r) =
r

= nga sin(wt — kz)eg @
,

akE )
— ae_g,som:

E
Bo=22% | (»)
cCr
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3) a) Les relations de continuité du champ électromagnétique s’écrivent, en r = a:

( ﬁ(M,t,r =at)— T = 2o ‘ 0a(2,t) = €0 E, cos(wt — kz) ‘
€0
- — 1 E
?(M,t,r =at)— T = [0 Jsa X € Fsa(zit) = — =2 cos(wt — kz) e
Mo €
b) Les relations de continuité du champ électromagnétique s’écrivent, en r = b:
.
EMtr=0)0 = 2(&) ou(2t) = —eo’y Ba cos(wt — k2)
€0
— — E
BMptr=b")—0 = pojwx(—2) Ton(zit) = =1 2 cos(wt — kz)el
pob ¢
07 k
a sa _ | _ L) E s t—k -0
c) e 5 5 < eow + ,u00> o sin(w 2)
1
car w = kc et ¢ = .
€oM0

e L’intensité I, qui parcourt le conducteur central a ’abscisse z et la date t est I,(z,t) =
¢ za(z,t) . E?L = Jsa2ma.
e La charge répartie en surface sur ce cylindre de hauteur dz est : Q4 (2,t) = 04(2,t)2madz.
e Entre les instants £ et ¢ 4 d¢:

* il y a une variation d@Q, due au fait:

* qu’il entre en z la charge I,(z,t)dt et

* qu’il sort en z + dz la charge I,(z + dz,t)dt.
— La conservation de la charge électrique de ce volume élémentaire de hauteur dz
s’écrit, entre ¢ et dt:

I, (2,t
dQu = 0°Qq = I (z,t)dt — I, (z +dz,t) a;i = I, (2,t) — I, (2 +dz,t) = 9 8(Z )dz
z
Apres simplification par 2mwadz, on obtient ’équation qui traduit bien la conservation
dog 0Jsa
locale de la ch : =
ocale de la charge 5 + 57 0
4) e A= A(rz,t)e, avec ol d =B ®.
—c)l A
Or:rRZ:r_ot}( rzt)ez = A(r,z,t nez-l-gra A(r,z,t)) Z:—Me_g)@

or
N

0A(r,z,t E,
NN (rz,t) _ _Tal cos(wt — kz) ; ce qui s'intégre en:
® or cr

A(r,z,t) = . In (7’0> E, cos(wt — kz) + f(z). En choisissant 7o = b et f(z) =0, on

retrouve l'expression de ’énoncé: | A(r,z,t) = % In (b) E, cos(wt — kz)
c

oA

e Pour calculer V(r,z,t), on utilise la relation : ﬁ = —gradV — T D’on
gradV = —E -2
= ——E cos(wt — kz)er + I ( ) E, sin(wt — kz)e,
r c b
B GV_> L 8V_>
I =R P
ov

o = —gEa cos(wt — kz) _
< ' g — | V(rzt) = —aE,In <5> cos(wt — kz)

%—Z = akln (b> E, sin(wt — k2z)
A une constante prés choisie nulle pour avoir ‘ Vewt =V (r>b)=0 ‘
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5) o| U(zt) = V(azt) = aE, In (g) cos(wt — k=)

2na E
I(z,t) = jsa(2,t)2ma = 26 Fa cos(wt — kz) = Ips cos(wt — kz)
Ho C

E
en posant | Iy = 2mra—

. U(z,it)  poc b 1 b
S t : Z = = — — = —
¢ oot T I(zt) o (a) 2meeg (a)

ExB 1.«&

6) e Vecteur de POYNTING : = = —

2
> cos? (wt — kz)e;

Ho Hoc T
— 1 (aE,\’ L JaE N2
Et donc: < pr >:_<a a) < cos®(wt — kz) > e} = (a a) e
HoC \ T 2u0c \ T
b 2 2

1 E,
Pm:/ / <?>-C@ = //2 <a a> €_z>-’l"d’)"d06_z>

r=a J0=0 HoC r

a’E2 [ dr

71-2[1,06 o T

1 poc b E, 2
= - —In|- 2ma
2 2m a o

/

= 2

~~

1
= Gl =Z.<I'>

e Ainsi m =2 <I*> |:Z. est homogéne & une impédance et permet ’écriture
d’une relation classique de I’électrocinétique.

Comme Z, est uniquement fonction des caractéristiques géométriques du cable, on
I’appelle «<impédance caractéristique».
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