TD9 — Mécanique: Forces centrales

EXTD9.1| Modéle atomique de THOMSON (d’aprés Pullicino, Nathan, p. 224)

En 1904, le physicien anglais Joseph John THOMSON proposa de présenter [’atome d’hydrogéne par un nuage

sphérique de centre O, de rayon R et de charge +e uniformément répartie. A Uintérieur de cette sphére, fize

dans le référentiel du laboratoire, se déplace librement un électron de masse m ponctuelle et de charge —e.

Le référentiel du laboratoire Rg(O,a,@,EZ}) est assimilé un référentiel galiléen.

En I’absence de toute action extérieure, I’électron M est soumis & une unique force d’origine électrostatique
1 e

47e R3

Cette force se comporte comme une force de rappel élastique due a un ressort de raideur k et de longueur &

vide nulle, dont "autre extrémité serait fixée en O.

A Tl'instant ¢ = 0, une perturbation écarte légérement ’électron de sa position d’équilibre avec les conditions

e Y AN — — —

initiales: OM(t = 0) = OMy = rye, et 7(t =0) =) = vpey.

Données: m = 9,11.1073" kg; e = 1,6.101° C'; 1 =9.10° uST

—
qui tend & attirer vers le point O: ? = —kOM avec k =

Te
Vitesse de la lumiére dans le vide: ¢ = 3.10% m.s~ 1. ’
) Eq112ati0n d’une ellipse en coordonnées cartésiennes avec origine en O, d’axes de symétrie Oz et Oy:
T+l on
a b
1) Montrer qu’il y a conservation du moment cinétique en O de ’électron et déterminer sa valeur en fonction
de rg, vo et m.
En déduire que son mouvement reste confiné dans le plan (Ozy).
La position de M est donc repérée dans les bases (e_g,e_;) et (e_r),e_g) avec comme vecteurs positions
respit;fs: .
OM = ze; +ye, et OM = re; (pour r = \/22 + y2 < R).
2) Exprimer la pulsation wy du mouvement de M en fonction de €y, e, m et R. Calculer la valeur de R
pour laquelle la pulsation wg correspond & la fréquence vy d’une des raies du spectre de LyMAN de ’atome
d’hydrogene (Ao = 121,8 nm).
3) Déterminer les expressions de z(t) et y(¢). Montrer que la trajectoire du point M est une ellipse (ellipse
de HOOKE) dont vous préciserez les longueurs a et b des demi axes.
4) A quelles condition cette trajectoire est-elle circulaire? Que se passe-t-il si vy = 07?
5) L’électron accéléré perd de I’énergie par rayonnement. Pour tenir compte de ce phénomeéne, une force
supplémentaire de freinage est introduite. Elle a la forme d’une force de frottement de type visqueux: f =
—h?, ou h, ceefficient de freinage, est positif.
Quelle est I’évolution du moment cinétique en O de ’électron au cours du temps?
Dire qualitativement ce que sera le mouvement de 1’électron pour de faibles amortissements.

Commenter quant & la stabilité de 'atome.
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EXTD9.2| Quantification du moment cinétique: ’atome de BOHR (Pullicino, Nathan, p. 257)
En 1913, le physicien danois Niels BOHR imagine un modéle «planétairey de ['atome afin d’expliquer les
raies émises par des atomes d’hydrogéne excités. Ce modéle, aujourd’hui obsoléte, ne permit pas d’expliquer
les spectres des autres atomes. Une nouvelle physique fut nécessaire : la physique quantique.
Dans le modéle de BOHR, I’atome d’hydrogéne est un systéme a deux corps ponctuels constitué d’un noyau,
le proton de masse m,, et charge électrique +e, et d'un électron M, de masse m, et de charge —e.
La masse du proton étant prés de 2000 fois celle de 1’électron, le proton est considéré comme fixe dans le
référentiel d’étude supposé galiléen Rg(O,e_g,e_;,ej) — out Vorigine O correspond au noyau de l'atome.
Données: h = 6,626.10%* J.s; ¢g = 8,84.107 12 C2. N~ L.m 2;
c=3.10 m.s7';m, =9,1.10"3" kg; e =1,6.10"" C.

e Premier postulat de BOHR : L’électron se déplace uniquement sur certaines or-
bites circulaires appelés états stationnaires.

Ce mouvement peut étre décrit par la physique classique.

D’aprés BOHR, I’électron a un mouvement circulaire de rayon r et de vitesse v autour

de O.
Le champ de pesanteur est négligeable & I’échelle atomique et 1’électron n’est soumis
2
e
qu’a la force d’interaction électrostatique : F = — 5 er.
4megr

1) Montrer que le mouvement circulaire de I’¢lectron autour du noyau est uniforme et exprimer v? en

fonction de 7, e, m. et €.
2) Exprimer I'énergie cinétique (), 1'énergie potentielle d’interaction électrostatique &,(r) et 1’énergie
(mécanique) E(r) de 'électron: E(r) = Ex(r) + Ep(r).

¢ Deuxiéme postulat de BOHR d’aprés une idée de PLANCK : [.’électron accé-
léré par le proton ne peut pas rayonner de facon continue, mais doit attendre de passer
d’une orbite permise n & une autre orbite d’énergie inférieure m pour émettre brutale-
ment un rayonnement sous la forme d’un photon d’énergie: hvy oy, = €, — Em
(avec n > m).

En et &y, sont les énergies des deux états n et m, h s’appelle la constante de PLANCK
et vp_m est la fréquence du rayonnement correspondant a la transition n — m.

e Pour quantifier I’énergie de 1’électron, BOHR ajouta un troisiéme postulat ou
condition de quantification: les seules trajectoires circulaires permises sont celles
pour lesquelles le moment cinétique orbital est un multiple entier de la constante de
PLANCK réduite h:

Lo(M) =nh= ni
2m

3) Déterminer la vitesse v de I’électron en fonction de r, m,, h et du nombre quantique principal n (n entier
>1).
4) Les trajectoires stables de 1’électron sont des cercles de rayons r quantifiés par n tel que: r = n’rg.
Calculer (en pm) le rayon de BOHR noté rq.
o
n2’
6) En supposant I’électron dans son état fondamental (n = 1), calculer sa vitesse vy et I’énergie d’ionisation
de 'atome (I'exprimer en eV : 1 eV = 1,6.1071 J).
L’électron est-il relativiste?
7) Déterminer l'expression littérale de la constante de RYDBERG Ry relative a l'atome d’hydrogeéne et
calculer sa valeur sachant que:

5) En déduire I'énergie totale de I’électron quantifiée sous la forme: &, = —

1 v 1 1
=2" _ Ry <—2 — —2> (avec n > m et c la vitesse de la lumiére dans le vide).
A—sm c m n

2 http://pcesi-unautreregard.over-blog.com/ 2007-2008
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EXTD9.3| Satellite géostationnaire (Pullicino, Nathan, p. 250)

La Terre posséde un seul stallite naturel : la Lune. De nombreuz satellites artificiels sont par ailleurs placés en
orbite autour de la Terre dans des buts variés tels que les télécommunications, la météorologie, la défense. . .
Le mouvement des satellites artificiels de la Terre est étudié dans le référentiel géocentriqueR¢a supposé
galiléen. Ce référentiel a pour origine le centre O de la Terre (supposée a symétrie sphérique) et ses axes
sont orientés dans la direction de trois étoiles éloignées fizes. Dans le référentiel géocentrique, la Terre tourne
autour de son aze avec une période de révolution T et une vitesse angulaire €.

On désignera par Mt et R respectivement la masse et le rayon de la Terre. G est la constante de gravitation
universelle.

Données: T = 86164 s; My = 5,98.10%* kg: Ry = 6370 km; G = 6,67.107"" N.m?.kg2.
Un satellite artificiel M de masse m est en orbite circulaire de rayon r autour de la Terre. Les frottements
dus & ’atmosphére sur le satellite sont négligés.

1) Montrer qu'un satellite artificiel en orbite circulaire autour de la Terre a nécessairement une trajectoire
plane contenant le centre O de la Terre.
2) Démontrer que le mouvement du satellite autour de la Terre est uniforme et exprimer littéralement sa
vitesse vg. On exprimera d’abord vg en fonction de G, M et r, puis en fonction de gg, Rt et r, ol gy désigne
I'intensité du champ de pesanteur a la surface de la Terre.
Le satellite SPOT (Satellite sPécialisé dans ’Observation de la Terre) est en orbite circulaire a l'altitude
h = 832 km au-dessus de la Terre. Calculer numériquement la vitesse vy de SPOT sur son orbite.
3) L’origine de I’énergie potentielle gravitationnelle est choisie nulle a I'infini. Exprimer 1’énergie mécanique
& du satellite autour de la Terre en fonction de G, My, r et m. Quel est I'effet des forces de frottements de
I’atmosphére sur le rayon de la trajectoire et sur la vitesse du satellite?
4) Exprimer énergie mécanique {J du satellite immobile a la surface de la Terre en un point de latitude A
en fonction de G, My, m, Rr, X et de la période T de rotation de la Terre autour de ’axe Sud-Nord.
Pourquoi lance-t-on préférentiellement les satellites depuis les régions de basse latitude (Kourou en Guyane
francaise : latitude 5° Nord; Cap Canaveral en Floride: latitude 28° Nord). Les lance-t-on plutot vers 'Est

ou vers 'Ouest? . . )
Un satellite artificiel de la Terre est géostationnaire s’il

est immobile dans le référentiel terrestre: son orbite est cir- <
culaire, il survole constamment le méme point de la surface
de la Terre.

Le satellite TELECOM de masse ms = 1 t est en orbite
circulaire dans le plan de l’équateur. Il est géostationnaire .

Q

orbite hors du
plan de I'¢quateur

5) Peut-on placer un satellite géostationnaire en orbite en
dehors du plan de I’équateur?

6) Calculer l'altitude h¢e (ou distance au sol), la vitesse v
et ’énergie mécanique &,,¢ du satellite TELECOM sur son
orbite géostationnaire. Tous les satellites géostationnaires
doivent-ils avoir la méme masse?

orbite dans le
plan de I'¢quateur

2007-2008 http://pcesi-unautreregard.over-blog.com/ 3
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EXTDY9.1| Modéle atomique de THOMSON (d’aprés Pullicino, Nathan, p. 224)

En 1904, le physicien anglais Joseph John THOMSON proposa de présenter ’atome d’hydrogéne par un nuage

sphérique de centre O, de rayon R et de charge +e uniformément répartie. A Uintérieur de cette sphére, fize

dans le référentiel du laboratoire, se déplace librement un électron de masse m ponctuelle et de charge —e.

Le référentiel du laboratoire Rg(O,e_I>,e_y>,e_z>) est assimilé un référentiel galiléen.

En I’absence de toute action extérieure, I’électron M est soumis & une unique force d’origine électrostatique
1 e

4d7eg R

Cette force se comporte comme une force de rappel élastique due a un ressort de raideur k et de longueur a

vide nulle, dont "autre extrémité serait fixée en O.

A Tl'instant ¢ = 0, une perturbation écarte légérement ’électron de sa position d’équilibre avec les conditions

initiales: OM (t = 0) = OMy = roez et U (t = O) = v§ = vpe,.

Données: m = 9,11.1073" kg; e = 1,6.101° C'; =9.10° uST

—
qui tend & attirer vers le point O: ? = —kOM avec k =

TEQ
Vitesse de la lumiére dans le vide: ¢ = 3.10% m.s~ 1.

) Eq112ati0n d’une ellipse en coordonnées cartésiennes avec origine en O, d’axes de symétrie Oz et Oy:
T+
a b
1) Montrer qu'’il y a conservation du moment cinétique en O de ’électron et déterminer sa valeur en fonction
de rg, vo et m.

En déduire que son mouvement reste confiné dans le plan (Ozy).

La position de M est donc repérée dans les bases (e_,3>,e_y>) et (e_,?,e_g) avec comme vecteurs positions
respectifs :

O—]\j:xe_;-l-ye_; et O—]\f:re_,? (pour r = /22 + y2 < R).
2) Exprimer la pulsation wp du mouvement de M en fonction de €y, e, m et R. Calculer la valeur de R
pour laquelle la pulsation wg correspond & la fréquence vy d’une des raies du spectre de LYMAN de ’atome
d’hydrogéne (Ag = 121,8 nm).
3) Déterminer les expressions de z(t) et y(¢). Montrer que la trajectoire du point M est une ellipse (ellipse
de HOOKE) dont vous préciserez les longueurs a et b des demi axes.
4) A quelles condition cette trajectoire est-elle circulaire? Que se passe-t-il si vy = 07?

5) L’électron accéléré perd de I’énergie par rayonnement. Pour tenir compte de ce phénomeéne, une force
supplémentaire de freinage est introduite. Elle a la forme d’une force de frottement de type visqueux : 7 =
—h?, ou h, ceefficient de freinage, est positif.

Quelle est I’évolution du moment cinétique en O de ’électron au cours du temps?

Dire qualitativement ce que sera le mouvement de 1’électron pour de faibles amortissements.

Commenter quant & la stabilité de 'atome.

e Systéme étudié: {M,m, — e}, électron dans le référentiel terrestre supposé galiléen
Ry
e Bilan des forces: le poids et l'interaction électrostatique exercée par le proton (O).
Le poids étant négligeable devant cette derniére force, on a:
2
?ext = ? = —kO—]\>/[ avec k = 47360 %.
e Cette force est centrale, donc Mo(?) —OMxF=7.

1) e Le théoreme du moment cinétique pour M appliqué en O point fixe du référentiel
galiléen R :
<dfO/Rg (M)

— — —
dt ) = MO(?) =0« fO/Rg (M) = OM X m?M/Rg = Cste
/Ry

e Le moment cinétique étant un vecteur constant, ce vecteur se calcule en considérant
un instant particulier pour lequel on connait les expressions du vecteur position OM
et de la vitesse 7M/Rg. Cest lecasat=0:

4 http://pcesi-unautreregard.over-blog.com/ 2007-2008
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—
foﬂzg (M) = OMj x mug = roep x mvoe_g = mrovoes

= —
D’ou: LO/Rg(M) = C'ste = mrovoe,

e Comme Vit fo/Rg(M) L 7= (O—]\>4,7M/Rg), on en déduit que la trajectoire
(constituée par I’ensemble des points M contenus dans les plans T') est tout le temps
orthogonale a une direction constante qui celle de Lo/, ; en l'occurence, er.

Donc, la trajectoire de M est contenue dans le plan (Ozy).
2) Le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a I’électron donne:

mE}M/Rg = ?, ce qui s’écrit aussi:

— —
d*OM — POM - —
avec 2 k soit ! ¢’
vec: | wj = — it: wg = .
07 | 0 4dmeg mR3

c )2 2\ 1/3
e Si on impose wy = 27y = 2mr—, on en déduit que:| R = 0 ___
Ao 1673 ey mc?

Pour I'application numérique, il suffit d’écrire R sous la forme:
z2 1 2\ 1/3

= £ = 100 pm
42 Ameg mc?

Ce résultat est cohérent avec la longueur caractéristique de la dimension d’un

atome.
3) e La solution générale vectorielle de I’équation du mouvement (%) est:
[=A Bsi
OM = A cos(wpt) + B sin(wyt)
On en déduit ’expression générale de la vitesse de 1’électron :
7M/Rg = —wgz sin(wot) + wg§ cos(wot)
e Ces deux expressions générales doivent vérifier les deux conditions initiales:
OM(t=0)= A= roes et WM/Rg (t=0) = w0§ = voe_y>, soit :

{ z(t) = 7o cos(wpt)

y(t) = 2 sin(wot)
wo

—
OM = rg cos(wot)es + i sin(wot)e, |
wo

e Comme cos?(wpt) + sin?(wpt) = 1 on en déduit 1’équation de la trajectoire:

2 2 2
T v
gt =1 have:[a=ro Jet| b="5
a b w;

La trajectoire est une ellipse de centre O, de demi-grand axe a selon Ox et de
demi-petit axe b selon Oy.
4) e Pour que la trajectoire a priori elliptique soit circulaire, il faut que a = b, soit :

0 =rown |
Vo

e Lorsque la vitesse initiale de I’électron est nulle: b = — = 0. L’ellipse s’assimile &

un segment 2¢: le mouvement est rectiligne selon Oz e(r‘ljgre I’abscisse a et I’abscisse
—a (on retrouve 'oscillateur harmonique a une dimension).
Rque: On remarque I'importance des conditions initiales dues a la perturbation &
t = 0, elles vont fixer la nature de la trajectoire de ’électron dans I’atome.
5) e Il faut prendre en compte une force de freinage dont il faut calculer le moment
en O:
h

— — h —
Mo(F)=0M x f = OM x (~h¥) = ——OM x m = —— L on, (M)
m m
Deés lors, le théoréme du moment cinétique s’écrit :

(M) — Mo(F) + Mo(7) -
/Ry

- h
T 0 —EfO/Rg(M)

2007-2008
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t

a7 h — - T

(T} 2 T0= T | Tl =T 7
/Ry

. . 2 ° 2 %
Conclusion : Le moment cinétique de I’électron en O tend vers 0 avec une constante

m
de temps| 7= —
P h

e Le P.F.D. pour 'électron s’écrit désormais :

_&OM _ 0 dOM dQO—]\>/[+ﬂdO—Z\>4 o
ez dt d¢2 Q dt 0 -
k
avec| wp=1/— |et Q:w
m h

— On reconnait I’équation différentielle d'un oscillateur harmonique (spatial)
amorti: le rayon vecteur r = OM tend vers 0.

Conclusion : Méme si 'amortissement (qui traduit le rayonnement de 1’électron) est
faible, I’électron va se diriger inexorablement vers le centre O en tourbillonnant dans
une trajectoire elliptique d’aire de plus en plus faible.

Rque : L’atome tel que I’a décrit ici THOMSON ne peut pas étre stable. Niels BOHR
crée en 1913 un autre modeéle d’atome pour rendre compte de la stabilité atomique:
les orbites des électrons sont alors quantifiées. ce fut le dernier modéle obéissant & la
physique classique avant ’avénement de la physique quantique.

EXTD9.2| Quantification du moment cinétique: ’atome de BOHR (Pullicino, Nathan, p. 257)
En 1913, le physicien danois Niels BOHR imagine un modéle «planétairey de ['atome afin d’expliquer les
raies émises par des atomes d’hydrogéne excités. Ce modéle, aujourd’hui obsoléte, ne permit pas d’expliquer
les spectres des autres atomes. Une nouvelle physique fut nécessaire : la physique quantique.
Dans le modele de BOHR, 'atome d’hydrogéne est un systéme & deux corps ponctuels constitué d’un noyau,
le proton de masse m,, et charge électrique +e, et d'un électron M, de masse m, et de charge —e.
La masse du proton étant prés de 2000 fois celle de I’électron, le proton est considéré comme fixe dans le
référentiel d’étude supposé galiléen Rg(O,e_g,e_;,ej) — out Vorigine O correspond au noyau de I'atome.
Données: h = 6,626.10%* J.s; ¢g = 8,84.107 12 C2. N~ L.m 2;
c=3.10 m.s7';m, =9,1.10"3" kg; e =1,6.10"" C.

e Premier postulat de BOHR : L’électron se déplace uniquement sur certaines or-
bites circulaires appelés états stationnaires.

Ce mouvement peut étre décrit par la physique classique.

D’aprés BOHR, I’électron a un mouvement circulaire de rayon r et de vitesse v autour

de O.
Le champ de pesanteur est négligeable & I’échelle atomique et 1’électron n’est soumis
2
e
qu’a la force d’interaction électrostatique : ? = —726_,?.
4megr

1) Montrer que le mouvement circulaire de I’électron autour du noyau est uniforme et exprimer v? en

fonction de 7, e, m. et €.
2) Exprimer I'énergie cinétique Ei(r), 1'énergie potentielle d’interaction électrostatique &,(r) et 1’énergie
(mécanique) €(r) de I'électron: E(r) = Ex(r) + Ep(r).

6 http://pcesi-unautreregard.over-blog.com/ 2007-2008



PCSI, B. de Born TD PCSI - Je24-31/01/08

¢ Deuxiéme postulat de BOHR d’aprés une idée de PLANCK : L’électron accé-
léré par le proton ne peut pas rayonner de facon continue, mais doit attendre de passer
d’une orbite permise n & une autre orbite d’énergie inférieure m pour émettre brutale-
ment un rayonnement sous la forme d’un photon d’énergie: hvy_py = €, — Em
(avec n > m).

En et &y, sont les énergies des deux états n et m, h s’appelle la constante de PLANCK
et vp_m est la fréquence du rayonnement correspondant & la transition n — m.

e Pour quantifier I’énergie de 1’électron, BOHR ajouta un troisiéme postulat ou
condition de quantification: les seules trajectoires circulaires permises sont celles
pour lesquelles le moment cinétique orbital est un multiple entier de la constante de
PLANCK réduite A :

h
Lo(M) =nh= ny—

3) Déterminer la vitesse v de I’électron en fonction de r, m,, h et du nombre quantique principal n (n entier
>1).

4) Les trajectoires stables de 1’électron sont des cercles de rayons 7 quantifiés par n tel que: r = n’rg.
Calculer (en pm) le rayon de BOHR noté rq.

o

5) En déduire Iénergie totale de I'électron quantifiée sous la forme: &, = -
n

6) En supposant I’électron dans son état fondamental (n = 1), calculer sa vitesse vy et I’énergie d’ionisation
de 'atome (I'exprimer en eV : 1 eV = 1,6.1071° J).
L’électron est-il relativiste?

7) Déterminer l'expression littérale de la constante de RYDBERG Ry relative a l'atome d’hydrogeéne et
calculer sa valeur sachant que:

1 v 1 1
=2" _ Ry <—2 — —2> (avec n > m et c la vitesse de la lumiére dans le vide).
A—sm c m n

e Systéme étudié: {M,m, — e}, électron dans le référentiel terrestre supposé galiléen
Ry
e Bilan des forces: le poids et l'interaction électrostatique exercée par le proton (O).
Le poids étant négligeéable devant cette derniére force, on a:
—e
Fext = ? = 471'607’2 e_r>
e Cette force est centrale, donc Mo(ﬁ) —OMxF=T7.

1) e Le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a 1’électron donne:
2

— ¢ =
Me O = ——e
e M/Ry 47‘(‘607’2 r
e La base adaptée a une trajectoire circulaire (r = Cste) et plane est la base polaire
6_7=>,€_6|>). L’accélération de I’électron dans cette base est:

’02_> d’U_>

— N2—=> e
a = —rfe +rlej = ——e; + —e
M/R, rtroep o T ¢
. 1’2—> dv_s § —
Le P.F.D. s’écrit donc: ——e, + —ej = ——e,., soit :
r dt 4dmreyr?

dv :
< En projection selon e : i 0&| v=rf=_Cste ‘: I’électron a un mouve-

ment circulaire uniforme autour du noyau.

L. - ? —e? e
— En projection selon e, : —— = —— e V= —— ©)
r 4megr Varegmer

2007-2008 http://pcesi-unautreregard.over-blog.com/ 7
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1 2
2) e L’énergie cinétique de I’électron dans Ry est:| Ex(M) = §m1)2 =3 c
Ter

= Ex(r)

e Pour déterminer I’énergie potentielle électrostatique, il faut revenir au travail élé-
mentaire fourni par la force électrostatique F':

2 2
SW(F) = F .dOM = ——— & . (dre} +rdfe)) = ————dr = —d&,(r)
TEQYT TEQT
2
D’ou: Ep(r) = R E— + C'ste,
2
soit, en prenant Ep(r — 00) =0:| &,(r) = —4:;7 = —2&k(r)
e [’énergie totale de I’électron est donc:
— _ _ Ep(r) ¢’
£(r) = Ex(r) + &) = —&4lr) = B = —E |

3) e L’expression du moment cinétique de ’électron dans R, évalué en O est:
—
O/Ry (M) =0M x MV =1 X Mevey = merve,.
e r, ce moment cinétique est quantifié, d’expression: Lo(M) = merv = n2—,
T
h
5 @
TMeT
e h
=n
VAamegymer 2mmer

e Cette équation permet d’établir les rayons des trajectoires circulaires stables de

d’ou la vitesse de 1'électron:| v=n

4) (@ et (@ permettent d’écrire: v =

I’électron autour du noyau:| r=mn =nry | ®

e On en déduit la rayon de BOHR qui correspond & la trajectoire de 1’électron dans
son état fondamental n =1:

h2
ry = _7’2 -« 5 = 53 pm
n TMee
2 2 2
® e e 1 mmee
) () (r) 8megr 8meg n? egh?
.. &o mee?
Ainsi:| &(r) = —— Ep =
insi (r) 3 |avec| € S @

6) e Lorsque ’électron est dans son état fondamental, c’est-a-dire dans son état de
plus basse énergie (n = 1) correspondant & 'orbite la plus proche du noyau: E(r) =
—&p=—13,6eV

e Définition : [’énergie d’ionisation d’un atome est ’énergie minimale & fournir
a un atome gazeux X gy dans son état fondamental pour lui arracher un électron.

A on —
Elle correspond au processus: X () 8—> X(J;) + €g)"
Cette définition appliquée & I’atome d’hydrogeéne :
+8ion + —
Hg — ——  Hgtey
. %f_/
Etat initial: n =1 Etat final :n— 00

Dot | Eion =E(n—00) —E(n=1)=E =136 eV |
e dans I’état fondamental, la vitesse de 1’électron est, d’aprés @ et @:
h

vy = =2,2.10% m.s~!
2TMero

v
e Cette vitesse reste éloignée de la vitesse de la lumiére dans le vide (— < 0,1) : ’élec-
c

tron n’est pas relativiste.
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7) Pour déterminer la constante de RYDBERG, écrivons 'énergie de 1’électron dans
les deux niveaux quantiques n et m considérés:

) . €o
e Niveau supérieur n : &, = -—
n
) e €o
e Niveau inférieur m <n: €m = ——5 < &,
m

e Lorsque ’atome dans le niveau d’énergie supérieur n se désexcite en passant dans le
niveau d’énergie inférieur m, il libére un photon d’énergie hv,,_,,, telle que:
1 1 c
hv =Ep—En=%|———=|=h
n—m n m 0 <m2 n2> >\n—>m
Ainsi, le nombre d’onde de ce photon est:

1 & (1 1 1 1
Ao c \m2 n2 m?2 n?
Eo mee 7
Dou:| Rp=— = =1,09.10" m
H=" 8e2h2c ’

Rque: Le succes de la théorie de BOHR vient de la coincidence entre les valeurs
expérimentales de la constante de RYDBERG et la valeur calculée.

EXTD9.3| Satellite géostationnaire (Pullicino, Nathan, p. 250)

La Terre posséde un seul stallite naturel : la Lune. De nombreuz satellites artificiels sont par ailleurs placés en
orbite autour de la Terre dans des buts variés tels que les télécommunications, la météorologie, la défense. . .
Le mouvement des satellites artificiels de la Terre est étudié dans le référentiel géocentriqueR¢a supposé
galiléen. Ce référentiel a pour origine le centre O de la Terre (supposée a symétrie sphérique) et ses axes
sont orientés dans la direction de trois étoiles éloignées fizes. Dans le référentiel géocentrique, la Terre tourne
autour de son are avec une période de révolution T et une vitesse angulaire ).

On désignera par Mt et R respectivement la masse et le rayon de la Terre. G est la constante de gravitation
universelle.

Données: T = 86164 s; My = 5,98.10%* kg: Ry = 6370 km; G = 6,67.107"" N.m?.kg2.
Un satellite artificiel M de masse m est en orbite circulaire de rayon r autour de la Terre. Les frottements
dus & ’atmosphére sur le satellite sont négligés.

1) Montrer qu'un satellite artificiel en orbite circulaire autour de la Terre a nécessairement une trajectoire
plane contenant le centre O de la Terre.

Etude systématique d'un probléme de mécanique : cas de mouvement a force centrale.
e Définir le systéme étudié.
e Choisir le référentiel d’étude.
¢ Bilan des forces appliquées au systéme.

< Le systéme est-il conservatif ?

Dit autrement, les forces appliquées au systéme dérivent-elles d'énergies potentielles? Les-
quelles?

< Le mouvement est-il & force centrale conservative?

Auquel cas, I'étude d'un tel mouvement est systématique:
o Etablir la conservation du moment cinétique : montrer que le mouvement a lieu dans un plan
fixé par les conditions initiales sur la position et la vitesse du systéme, et obéit a la loi des aires.

o Etablir la conservation de I’énergie mécanique.

2) Démontrer que le mouvement du satellite autour de la Terre est uniforme et exprimer littéralement sa
vitesse vg. On exprimera d’abord vg en fonction de G, Mt et r, puis en fonction de gg, Ry et r, ol gy désigne
I'intensité du champ de pesanteur a la surface de la Terre.

Le satellite SPOT (Satellite sPécialisé dans ’Observation de la Terre) est en orbite circulaire a 'altitude
h = 832 km au-dessus de la Terre. Calculer numériquement la vitesse vy de SPOT sur son orbite.
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e Préciser le nombre de degrés de liberté du probléme

e Détermination des équations du mouvement (par projection du PFD dans une base
adaptée)

— Le théoréme du moment cinétique ayant été utilisé en 1) , on peut utiliser le cacactére vectoriel
du Principe Fondamental de la Dynamique.

— Les coordonnées polaires dans le plan de la trajectoire sont adaptées au mouvement a force
centrale. L'origine O est au centre de force.

Rappels: | o Grandeurs cinématiques dans le cas général en base polaire dans un référentiel R :
o Pour une trajectoire circulaire, les expressions précédente se simplifient en posant r = C'ste :

O.Z\/j = 7‘6_7«> 7M/’R = 7"06_(3 7M/'R = —7‘0.26_71) + 7“96_9)
o Puisque le probléme s'intéresse a la vitesse v = rf du satellite, il est plus judicieux d’écrire:
2
W . v dv
OM =r&, 7M/R=7"0€_0>:'U6_9) 7M/R=——6_r>+56_9>
T

3) L’origine de I’énergie potentielle gravitationnelle est choisie nulle a I'infini. Exprimer 1’énergie mécanique
& du satellite autour de la Terre en fonction de G, Mp, r et m.

Quel est 'effet des forces de frottements 7 de 'atmosphére sur le rayon de la trajectoire et sur la vitesse
du satellite?

Méthode : | Etablir (ou revenir sur) la conservation de I’énergie mécanique en appliquant le
Théoréme de I'énergie mécanique.

4) Exprimer I’énergie mécanique &,, du satellite immobile & la surface de la Terre en un point de latitude
A en fonction de G, Mp, m, Ry, A et de la période T de rotation de la Terre autour de ’axe Sud-Nord.

Pourquoi lance-t-on préférentiellement les satellites depuis les régions de basse latitude (Kourou en Guyane
francaise : latitude 5° Nord; Cap Canaveral en Floride: latitude 28° Nord). Les lance-t-on plutot vers 'Est
ou vers I’Ouest?

Quelle est la vitesse vy calculée dans le référentiel géocentrique d’un point posé a la surface du sol
terrestre dans le plan de I’équateur?

Méthode : | Le satellite est immobile sur la surface de la Terre mais en rotation dans le référentiel
géocentrique R.

Attention : Ce référentiel ne tourne pas avec la Terre dans le référentiel de Copernic, car ses axes
sont orientés vers des étoiles éloignées fixes. C'est la Terre qui tourne autour de I'axe des poles
(SN) dans Rg.

La vitesse du satellite fixe au sol A est donc la vitesse d'un point de la surface de la Terre
confondu avec lui (un point coincident) en rotation autour de I'axe (SN).

< La trajectoire du satellite est donc circulaire de rayon R = HM qui s'exprime en fonction
de Ry et de A, dans le plan passant par H paralléle au plan de I'Equateur.

< Il faut donc écrire la vitesse de M en coordonnées polaires (cf. Rappels en 3) ), avec origine
en H, en faisant apparaitre () = 0 qui est la vitesse angulaire de la Terre autour de son axe.

o La vitesse angulaire est associée a la période de révolution par quelle relation?

Un satellite artificiel de la Terre est géostationnaire s’il est immobile dans le référentiel terrestre: son
orbite est circulaire, il survole constamment le méme point de la surface de la Terre.

Le satellite TELECOM de masse mgs = 1 t est en orbite circulaire dans le plan de ’équateur. Il est géo-
stationnaire .
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5) Peut-on placer un satellite géostationnaire en orbite en
dehors du plan de I’équateur?

6) Veérifier qu'un satellite géostationnaire vérifie la troisiéme
loi de KEPLER.

Calculer Daltitude hg (ou distance au sol), la vitesse vg
et ’énergie mécanique &, du satellite TELECOM sur son
orbite géostationnaire. Tous les satellites géostationnaires
doivent-ils avoir la méme masse?

Q

orbite hors du
plan de I'¢quateur

orbite dans le
plan de I'¢quateur

Méthode : | Utiliser la Troisiéme loi de Kepler : loi propre aux trajectoires circulaires ou elliptiques
d'astres tournant autour du méme centre de force et dont I'interaction mutuelle est négligée.

— L'appliquer ici au cas de satellites en orbite autour de la Terre.

o Cette loi est indépendante de la masse m du satellite. Elle dépend de a, rayon de la trajectoire
circulaire ou demi-grand axe de la trajectoire elliptique.

o Elle dépend aussi de M7, masse de la Terre associée au centre de force O. La Terre est cici
supposée a symétrie sphérique : cema signifie que la répartition de sa masse ne dépend que de r.
Dans ce cas, la Terre se comporte comme un point matériel situé en O auquel on associe la masse
totale M.

7) Comparer les termes £, Exa et Epg d'un satellite géostationnaire avec les termes correspondants
Emo, €ro et Epo du satellite immobile & la surface de la Terre dans le plan de I'équateur.

1) e Systéme étudié: {M,m}, satellite de la Terre étudié le référentiel
géocentrique supposé galiléen R¢.
e Bilan des forces: la seule force appliqué & M est la force gravitationnelle :

Fext = ? = —9@67 = _gMTmO—.Z>W.

r2 3
e Cette force est conservative, dérivant de I’énergie potentielle gravitationnelle:

MTm
Ep,grav =-g r

H _)
o Cette force est également centrale, donc MO(?) —OMxF=7.
— le théoréme du moment cinétique appliqué en O dans R conduit donc a:

(M) = Mo(F) =0 &| Lo, (M) = Cste
Ra

(en choisissant 'origine de I’énergie potentielle pour r — 00).

dt

—
e Comme Vit fo/Rg (M) L T = (OM,?M/RQ), on en déduit que la trajectoire
(constituée par ’ensemble des points M contenus dans les plans 7)) est tout le temps

orthogonale a une direction constante qui celle de Lo g, — qu’on peut librement
choisir selon e_;.

Dés lors, la trajectoire de M est contenue dans le plan (Ozy).

2) e Pour le point matériel M en mouvement circulaire dans le référentiel géocentrique,
le Principe Fondamental de la Dynamique s’écrit :

m?M/RG ~Feo m(—r%e; + rheg) = _g%e—z7 Soit -
v? gMTm ® @ —| v=uwy =ctse ‘ Mvmnt circulaire uniforme
— =
r r2 N
dv GMr
m— =0 D= v =
dt @ T
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e A la surface de la Terre, si 'on assimile le champ de pesanteur au champ gravita-

M
tionnel : mggy ~ QRLm d’ou:| GMr ngR%

Alors:| vy = RT,/ MR —744kms
T+

3) e Le satellite n’étant soumis qu’a une force conservative, le Théoréme de 1’éner-
gie mécanique s’écrit :
dé€,, = Wne =0& &, = Cste

1 1 1 M 1

Or: & = §mv2 = cste = Emvg = —g :m | Ep =cste= _5817,97‘%
1 _Mrm

Dou:| &, =&+ 8p,grav = - = __g i

e Lorsque des forces de frottements (forces non conservatives qui s’opposent au mou-

vement) apparaissent, le Théoréme de la puissance mécanique s’écrit :

dé

d—;n =Pnc/Re = 7 . 7M/RG <0

Alors, I’énergie mécanique diminue au cours du temps: le rayon de la trajectoire
sera de plus en plus faible (r \) et le mouvement tourbillonnaire autour du centre de
force se fera avec une vitesse. ..de plus en plus grande (v 7)!

4) e Lorsque le satellite est posé sur la Terre en un point de latitude A, son énergie
mécanique dans le référentiel géocentrique se compose :
o de I’énergie cinétique d’un point matériel M en rotation de rayon p = Ry cos A

1
autour de I'axe des poles a la vitesse angulaire Q: & = §mv]2v[/RG = im(pQ)2, soit :
1 (2 2
Er == — Ry cos A
S G
o de I’énergie potentielle gravitationnelle qui est inversement proportionnelle & la
Mrm

distance dui satellite au centre de force (r = OM = Ry dans cecas):| Epgrav = —G RT

7

2
— Dou:| &, =E) = %m (%TRT cos )\> — g]\/ng
e On constate que cette énergie mécanique est maximale lorsque A = 0, c’est-a-dire
sur 'Equateur. Puisque le terme d’énergie potentielle est indépendant de la latitude
(on suppose la Terre parfaitement sphérique), cela veut dire qu’a I’énergie mécanique
maximale correspond une énergie cinétique maximale dans le référentiel géocentrique

1 /2 2
due a la rotation de la Terre: £tation — — < 7rRT> .

ma:r 2

Or, pour lancer le satellite, il faut lui fournir un supplément d’énergie cinétique
dans le référentiel géocentrique. Ce supplément sera d’autant plus faible que I’énergie
cinétique du satellite est déja importante — ce qui est le cas lorsqu’on est & 'Equateur.

Mais pour bénéficier de cette énergie cinétique maximale a 'Equateur di a la
rotation de la Terre, il faut bien entendu envoyer le satellite dans le sens de rotation
de la Terre, c’est-a-dire vers I’Est.

2
o ve(A=0)= %RT — 0,46 km.s~!

5) Le plan de la trajectoire circulaire du satellite M doit contenir le centre de force
O (cf. 1) ).

Pour qu’un satellite géostationnaire soit toujours au-dessus d’'un méme point de la
surface terrestre, il est impératif que le plan de sa trajectoire circulaire soit orthogonale

12
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a l'axe des poles.
Conclusion : tous les satellites géostationnaires sont contenus dans le plan
de I’Equateur.

6) e Un satellite géostationnaire doit tourner dans le plan de I’équateur (cf. 5) ) sur un
cercle de rayon r¢ avec la méme vitesse angulaire Q que la Terre (de maniére & étre en

) 27
permanence au-dessus du méme point de la surface de le Terre): vg = rgQd = ’I"G?.
) . e GMr
e Comme, par ailleurs, cette vitesse s’écrit également (cf. 2) ): vg = , on en
el

déduit la troisiéme loi de KEPLER :

GMr 2 - T2 472
v = =Trgq—= _ = —
“ rag ¢ T ’l"% QMT

e Sachant que r¢ = Ry + hg, on en déduit altitude d’un satellite géostationnaire :
T2GMr

T == _—
@ 472

e La vitesse de rotation du satellite géostationnaire est :

1/3
) = 42170 km || hg =rg — Ry = 35800 km

o

vg =rqgQd = (Rr + hg T = 3,07 km.s™!

ces résultat son indépendant de la masse du satellite géostationnaire consi-
déré. On retiendra que 1’altitude de ’orbite géostationnaire est ~ 36 000 km.
e [’énergie mécanique du satellite TELECOM dans le référentiel géocentrique est :

1 M
Emc = 3% —G T _47.10° J
— 'G ,
4,7.109 J 9,4.109 J

7) Ces grandeurs sont a comparer avec les termes d’énergie cinétique de rotation et
d’énergie potentielle gravitationnelle du satellite immobile & la surface de la Terre:

1 27 2 Mprm 9
8m0 m < T RT> Q RT 6 ,5 0° J

0,1.109 J 62,6.109 J
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