DL n°5 — Le chien de Léonard Euler (**)

Un promeneur A suit un chemin rectiligne

avec une vitesse constante vg. A l'instant v A

. . R - sens +

initial, son chien M se trouve a une 0 A Y

distance d sur la méme perpendiculaire 0 5 X
. .. ~ N >

au chemin. Puis il court vers son mailtre a 4 v

la vitesse v. M

On cherche a déterminer la durée de la

poursuite.
Soient x et y les coordonnées de M, r = AM et 6 défini sur le schéma ci-contre.

1) Exprimer Z et g en fonction de v et  : pour cela, projeter v = vy, /r dans la base cartésienne.

. . . —_— —_— —
Exprimer ensuite x et y en fonction de vg, r, 8 et t : pour cela, remarquer que OM = OA+ AM.
En déduire deux équations différentielles en r(¢) et 6(¢) qui peuvent se combiner pour donner le
systeme suivant :

rd = —wvgsind

{ 7 = wvpcosl —v

2) En déduire une équation différentielle en r(0).
v

o\ —
Vérifier que I'expression r = o (tan 2) Y0 st la solution qui tient compte des conditions
sin

initiales.

3) Quelle condition v et vy doivent-elles vérifier pour que le probléme ait une solution ?
Dans ce cas, quelle est la valeur finale de 67

4) Ecrire une équation différentielle de 6(t).

us A
2 1 0 A
5) Déterminer alors la durée 7 de la poursuite, sachant que : / — (tan | dO = —
o sin“6 2 A2 —1
__ Solution DL n°5 — Le chien de Léonard Euler
1) e La vitesse de M est colinéaire a la direction y
AM, donc : 0 A v SCHSD
6 X
9
d v
z = wcosh QO M
oM :a'cag%—ya; =vesay =

y = wsinf @

e De plus, ’abscisse du point A est : x4 = vg.t
N . , . — - 0

e Et a chaque instant, on peut écrire que OM = OA + AM ;

r = wvyt—rcosf @
ce qui conduit a :

y = —rsinf ®@
e Fn dérivant par rapport au temps ces équations @) et (@), on obtient de nouvelles expressions
de z et 3 :

i = wvg—rcosf+rlsingd G veosf = wvg—7rcosf+rfsing @
@,

)

y = —rsinf —rfcosd ® vsin@ = —rsind—rfcosh
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e Les combinaisons linéaires (@).cosf +@®).sinf puis @).sinf —®).cosf nous donnent alors :

7 = wgcosl —v ©

r

—vp sin 6 ()

2) Faisons le rapport membre & membre de ces deux équations couplées :

i 0— 1d 0
© _ 7 _weosf-v o ldr v cosh
() rf —vg sin 6 rdfd vpsinf  sinf
Pour intégrer (») portant sur r(#), on peut 1’écrire sous la forme :
d 0
T ¥ w-""wo
r v Sin 6 sin 0
0
n peut remarquer que : = - = =
P anerd do g2 .0 . 0~ sing
tan — ~ cos® = 2sin — cos —
2 2 2 2
Alors, I'intégration de (o) est évidente :
v v
9 (tan ) Yo (tan > Yo
v
dlnr = —dIntan- —dlnsinf =dlh—-~———~— = khr=h—-~—< 1+ InK
v 2 sin 6 sin 6 ~—

cste

La constante d’intégration In K s’obtient grace a la condition initiale qui impose, a t = 0, ie
T
pour 0 = 57 que r = d, soit :
v

(tan E) vo 1%
hm:mma:m——i—7+mK:m75+mK:mK = K=d

G
sin —
2

v

D’ou : r = _d tanQ Yo
sin 6 2

3) Dire que le chien rejoint son maitre revient a dire que lim r(8) = 0, soit : | v > vy |...ce
) Dire g ) aue Jim (0)

qui est normal : pour rejoindre son maitre, le chien doit courir plus vite que lui!

d9__vosin9__@ sin® 0

dt r d v

<tan 0) Yo
2

4) Grace a (0, on peut écrire :

v

d 1 0\ vn
Soit encore : dt = —— —— | tan Yo qp
Vo sin” 6 2

i
5) Le temps que le chien rattrape le maitre, ¢ a varié de 0 a 7 et 6 de 5 a 0, soit :

v v
T 0 — o
d 1 0 d
/ dt——/ = <tan>v0d9 = 7277}702 (défini car v > wp)
0 7/2 Vo sin” 6 2 vo [ w 1
Uo

Source : d’apres HPrépa, Mécanique, 1 année, MPSI-PCSI-PTSI, 2003, p. 26, 29-30.
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