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Les principes fondamentaux de la dynamique ou lois de Newton (Ü Cf. CoursM2) permettent
d'�etablir les �equations di��erentielles du mouvement, leur r�esolution fournit l'expression des va-
riables en fonction du temps et ainsi une connaissance compl�ete des mouvements futurs.
Toutefois, l'int�egration des �equations n'est pas toujours possible et dans ce cas, l'utilisation
de constantes du mouvement permet tout de même une description partielle de l'�evolution du
syst�eme. Parmi ces constantes, il peut y avoir la quantit�e de mouvement (Cf. M2.I.1) ), le
moment cin�etique (Ü Cf CoursM6) et l' �energie m�ecanique qui est au c�ur de cette le�con.
Les raisonnements �energ�etiques permettront l'�etude plus ou moins compl�ete du syst�eme (Cf.
IV.3 et V), mais en aucun cas ils n'apporteront plus d'information que le principe fondamental.
Les th�eor�emes �etablis dans ce chapitre d�ecoulent en e�et des principes fondamentaux (Cf. II.3)
et IV.2) ).
Sur le fond, il n'y a donc rien de nouveau, il ne s'agit que d'une miseen forme di��erente de ce
qui a d�ej�a �et�e postul�e, ce qui permettra dans certains cas d'appr�ehenderplus rapidement et plus
e�cacement le comportement du syst�eme.
Objectifs de cette le�con :
ˆ Notions de puissance et de travail d'une force.
ˆ Th�eor�eme de l'�energie cin�etique et th�eor�eme de la puissance cin�etique.
ˆ Notion de force conservative et d'�energie potentielle dont d�erive une telle force.
ˆ Savoir exprimer : (a) l'�energie potentielle de pesanteur ; (b) l'�energie potentielle gravi-
tationnelle ; (c) l'�energie potentielle �electrostatique ; (d) l'�energie potentielle �elastique.
ˆ Th�eor�eme de l'�energie m�ecanique et th�eor�eme de la puissance m�ecanique.
ˆ Savoir �etablir la conservation de l'�energie m�ecanique pour les syst�emes conservatifs.

I Puissance et travail d'une force appliqu�ee �a un point
mat�eriel

I.1 Travail �el�ementaire d'une force

Soit un r�ef�erentiel R et M un point mat�eriel qui d�ecrit une trajectoire C dans R entre t1 et t2,
�etant soumis �a la force

�!
F .

Cette trajectoire peut être d�ecompos�ee en une succession de d�eplacements �el�ementaires :
���!
MM 0 = d

��!
OM = d �! r = ���!vM=R dt.

} D�e�nition : Travail �el�ementaire (unit�e : le Joule [J ])

- fourni par la force
�!
F

- au point M
- pendant la dur�eedt (entre t et t +d t) :

�W �
�!
F � d

��!
OM =

�!
F � ���!vM=R dt

ˆ Si �W > 0, le travail �el�ementaire est
moteur ;
ˆ si �W < 0, le travail �el�ementaire est
r�esistant .
ˆ Lorsque

�!
F ? d

��!
OM ,

�!
F ? d���!vM=R

on dit que la force
�!
F ne travaille pas

entre t et t + d t : �W = 0 .
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Rq 1 : �W = k
�!
F k : k d

��!
OM k cos�

aveck
�!
F k cos� qui repr�esente la projection orthogonale de

�!
F sur la direction du d�eplacement

�el�ementaire d
��!
OM .

Rq 2 : Dimension d'un travail (�el�ementaire) : [ �W ] = [ F ][dr ] = [ m][a][dr ] = M:LT � 2:L ,

soit : [�W ] = ML 2T � 2

Rq 3 : Expressions du travail �el�ementaire en fonction de la basede projection choisie :

�W = Fx :dx + Fy :dy + Fz:dz  base cart�esienne
= Fr :dr + F� :r d� + Fz:dz  base cylindrique
= Fr :dr + F� :r d� + F' :r sin � d'  base sph�erique

I.2 Travail d'une force pour un d�eplacement �ni

} D�e�nition : Travail �ni d'une force s'exer�cant sur un pointM se d�epla�cant,
dans le r�ef�erentiel R , entre M 1 et M 2 le long d'une trajectoireC :

W = WM 1 ! M 2 (
�!
F ) =

Z M 2

M 1

�W =
Z M 2

M 1

�!
F � d�! r =

Z M 2

M 1

�!
F � ���!vM=R dt

Rq : A priori , W (
�!
F ) d�epend du r�ef�erentiel d'�etude (tout comme �W ) et du chemin C suivi par

M pour aller de M 1 vers M 2.

Exercice : Dans le r�ef�erentiel R , un point mat�eriel glisse sur une
goutti�ere circulaire qui exerce sur lui des frottements de norme
constante (k

�!
RT k= Cte = f ).

© Q : Exprimer en fonction de f et de a, rayon de la goutti�ere, le
travail de la r�eaction du support sur le point M lorsqu'il se d�eplace
de A (� = 0) vers B (� = �

2 ).
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I.3 Puissance d'une force

} D�e�nition : On appellepuissance (instantan�ee) d'une force fournie �a un point
M , �a l'instant t, de vitesse���!vM=R dans le r�ef�erentiel R la grandeur :

P = P=R (
�!
F ; t ) =

�!
F � ���!vM=R =

�W
dt

(unit�e : le Watt [ W ])

Rq 1 : Dimension d'une puissance : [P] =
[�W ]

dt
=

[W ]
T

, soit : [P] = ML 2T � 3

Puisque la vitesse���!vM=R d'un point M d�epend du r�ef�erentiel d'�etude, �W et
la puissanceP=R d�ependent du r�ef�erentiel R dans lequel on les exprime.

Rq 2 : On appelle puissance moyennede la force
�!
F s'exerc�cant sur un point M se d�epla�cant

entre M 1 et M 2 pendant la dur�ee � t = t2 � t1 :

< P > =
WM 1 ! M 2 (

�!
F )

t2 � t1
=

W
� t

=
1

� t

Z M 2

M 1

�W =
1

� t

Z M 2

M 1

P(t)dt

Ainsi, la puissance moyenne correspond �a la moyenne temporelle de la puissance instantan�ee sur
la dur�ee � t.
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II �Energie cin�etique d'un point mat�eriel
II.1 D�e�nition

} D�e�nition : On appelle�energie cin�etique d'un point mat�eriel anim�e de la vitesse
���!vM=R dans le r�ef�erentiel R la grandeur, not�eeEk :

Ek =
1
2

mv2
M=R =

p2
M=R

2
(unit�e : le Joule [J ])

Rq : L�a encore, tout comme la vitesse, l'�energie cin�etique d�epend du r�ef�erentiel d'�etude R.

II.2 Th�eor�eme de la puissance cin�etique

D�erivons l'�energie cin�etique par rapport au temps :

dEk

dt
=

1
2

m
dv2

M=R

dt
=

1
2

m
d���!vM=R

2

dt
=

1
2

m(2:���!aM=R � ���!vM=R ) = m���!aM=R � ���!vM=R

Lorsqu'on travaille dans un r�ef�erentiel galil�een R = R g, on peut introduire la seconde loi de
Newton (m����!aM=R g =

�!
F ext ! M =

X

i

�!
F i ! M ) :

dEk

dt
=

�!
F ext ! M � ����!vM=R g = P=R g (

�!
F ext ! M ) = P

=
X

i

�!
F i ! M � ����!vM=R g =

X

i

P=R g (
�!
F i ! M ) =

X

i

Pi

Retenir :

zTh�eor�eme de la puissance cin�etique : Dans un r�ef�erentiel galil�een R g, la puissancede la
r�esultante des forces qui s'appliquent sur un point mat�eriel M est �egale �a la d�eriv�ee temporelle
de l'�energie cin�etiquede ce point M .

P(
�!
F ext ! M ) =

dEk

dt

II.3 Th�eor�eme de l'�energie cin�etique

Entre t et t + d t, l'�energie cin�etique varie de la variation �el�ementair e :

dEk = P:dt =
�W
dt

:dt = �W = �W (
�!
F ext ! M ) =

�!
F ext ! M � d

��!
OM

=
X

i

�W (
�!
F i ! M ) =

X

i

�!
F i ! M � d

��!
OM

Pour une dur�ee �nie �t = t2 � t1, c'est-�a-dire entre un instant t1 o�u M se trouve en un pointM 1

et un instant t2 o�u M se trouve en un point M 2 :
Z t2

t1

dEk =
Z t2

t1

�W =
Z M 2

M 1

�W , Ek (�nal) � Ek (initial)
| {z }

� Ek

= WM 1 ! 2 (
�!
F ext ! M )

zTh�eor�eme de l'�energie cin�etique : - pour un d�eplacement �el�ementaire : dEk = �W

La variation �el�ementaire de l'�energie cin�etique , entre t et t + d t, est �egale au travail
�el�ementaire des forces qui s'exercent surM .

- sur un chemin �ni : � Ek = WM 1 ! 2 (
�!
F ext ) La variation �nie de l'�energie cin�etique , entre

l'instant t1 o�u M se trouve enM 1 et l'instant t2 o�u M se trouve enM 2, est �egale au travail
�ni des forces qui s'exercent surM depuis M 1 jusqu'�a M 2.
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III �Energie potentielle d'un point mat�eriel
III.1 Force conservative et �energie potentielle

} D�e�nition : Une force
�!
F d�erive d'une �energie potentielle Ep lorsqu'on peut

�ecrire :

�W (
�!
F ) = � dEp

On dit alors que
�!
F est uneforce conservative.

WM 1 ! M 2 (
�!
F cons) =

Z M 2

M 1

�W =
Z M 2

M 1

� dEp = �
h
Ep

i M 2

M 1

= � (Ep(M 2) � Ep(M 1)) = � � Ep

zpropri�et�e d'un champ de force conservatif :

W (
�!
F cons) = � � Ep , WM 1 ! M 2 (

�!
F cons) = Ep(M 1) � Ep(M 2)

ˆ Le travail d'une force conservative
�

ne d�epend pas du chemin C suivi par M
est �egal �a la diminution de l'�energie potentielle

ˆ En particulier, pour une trajectoire ferm�ee, lorsque M 1 = M 2 = A : WA! A (
�!
F cons) = 0

Rq : Attention �a ne pas confondre la variation d'�energie potentielle � Ep = Ep(�nal) � Ep(initial)
avec ladiminution d'�energie potentielle qui en est l'oppos�e (� � Ep).

III.2 Exemples de forces d�erivant d'une �energie potentie lle

a Poids et �energie potentielle de pesanteur
On travaille dans le r�ef�erentiel terrestre, dans une zonede l'espace o�u le champ de pesanteur est
uniforme : �! g =

�!
Cte. Si la verticale est ascendante :�! g = � g�! ez .

Pour un point mat�eriel S = f M; m g, le travail �el�ementaire du poids
�!
P = m�! g qu'il subit est :

�W (
�!
P ) = m�! g � d

��!
OM = d( m�! g �

��!
OM ) = � dEp;g ) Ep;g = � m�! g �

��!
OM + Cte

Comme, en base cart�esienne,
��!
OM = x�! ex + y�! ey + z�! ez , on peut exprimer l'�energie potentielle de

pesanteur, pour une verticale ascendante, de deux mani�eres possibles :
(

�W (
�!
P ) = � mg�! ez � (dx�! ex + d y�! ey + d z�! ez ) = � mgdz = � dEp;g

Ep;g = � m�! g �
��!
OM + Cte = mg�! ez � (x�! ex + y�! ey + z�! ez ) + Cte

, Ep;g = mgz + Cte

L'�energie potentielle (ici, de pesanteur) est d�e�nie �a u ne
constante pr�es qu'il revient �a l'utilisateur de �xer.
Cette constante n'a pas de valeur physique. Seule la variation
d'�energie potentielle � Ep (ou dEp) a une signi�cation physique
pusiqu'elle s'identi�e �a � W (ou � �W ), oppos�e du travail de la
force conservative. Sur le graphe ci-contre :

WM 1 ! M 2 (
�!
P ) = � � Ep;g = Ep(M 1) � Ep(M 2) = mg(z1 � z2)

Rq 1 : Dans le cas d'une chute d'une hauteurz1 � z2 = h > 0,
le travail du poids est WM 1 ! M 2 = mgh > 0 : ainsi, une chute d'eau produit un travail qui peut
servir �a faire tourner les alternateurs d'un barrage hydro-�electrique.

Rq 2/D�ef : Les (surfaces) �equipotentielles sont les surfaces sur lesquellesEp = Cte. Dans le
cas de l'�energie potentielle de pesanteur, il s'agit deplans horizontaux z = Cte.
Ü Retenir : plus on s'�el�eve en altitude, et plus Ep;g augmente.

4 http ://pcsi-unautreregard.over-blog.com/ qadripcsi@aol.com
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IV �Energie m�ecanique

} D�e�nition : On appelle�energie m�ecanique d'un point mat�eriel la somme de son

�energie cin�etique et de son �energie potentielle : Em � Ek + Ep

IV.1 Int�egrale premi�ere de l'�energie m�ecanique

Hyp : Soit un point mat�eriel f M; m g dont les forces
�!
F1,

�!
F2,

�!
F3 . . . qui lui sont appliqu�ees

- d�erivent d'une �energie potentielle (par ex.
�!
F1 et

�!
F2 sont des forces conservatives)a

- ou bien ne travaillent pas (par exemple
�!
F3 =

�!
R ? ���!vM=R , ou bien

�!
F3 = q���!vM=R �

�!
B ? ���!vM=R ).

! Appliquons alors le th�eor�eme de l'�energie cin�etique :

dEk = �W (
�!
F1) + �W (

�!
F2) + �W (

�!
F3)

| {z }
0

= � dEp1 � dEp2 = � d(Ep1 + Ep2 )
� � dEp ! d(Ek + Ep) = 0 () Em � Ek + Ep = cste

Conclusion : Lorsqu'un point mat�eriel se d�eplace dans un champ de force
d�erivant d'une �energie potentielle, son �energie m�ecan ique resteconstante au
cours du mouvement. On dit qu'un tel syst�eme est conservatif.

} D�e�nition : Dans le cas d'unsyst�eme conservatif , l'�equation Em = cste s'ap-

pelle l'int�egrale premi�ere de l'�energie m�ecanique : c'est une loi de conservation
ne faisant intervenir que les d�eriv�ees premi�eres par rapport au tempsa.

a. �a la di��erence du P.F.D. ou du Th�eor�eme du Moment Cin�etique qui conduisent �a des
�equations di��erentielles du second ordre.

IV.2 Th�eor�eme de l' �Energie m�ecanique / Non conservation de Em

Notons
�!
f NC la r�esultante des forces s'exer�cant sur le point mat�eriel et qui ne d�erivent pas d'une

�energie potentielle : il s'agit de la r�esultante des forces Non Conservatives.
De même notons

�!
f C est les r�esultante des forcesconservatives.

Ainsi, la r�esultante de toutes les forces s'exer�cant surf M; m g s'�ecrit :
�!
F ext ! M =

�!
f C +

�!
f NC .

Th�eor�eme de l'�energie cin�etique :

dEk = �W
= �W (

�!
f C ) + �W (

�!
f NC )

= �W C + �W NC

= � dEp + �W NC ! d(Ek + Ep) = �W NC () dEm = �W NC

zTh�eor�eme de l'�energie m�ecanique : La variation (�nie ou �el�ementaire) d'�energie m�ecaniqu e
d'un point mat�eriel est �egale au travail (�ni ou �el�ement aire) des forcesnon conservatives qui
s'exercent sur lui.

� Em = WM 1 ! M 2 (
�!
f NC ) , dEm = �WNC

a. On parle aussi, tr�es commun�ement, pour d�esigner la même enti t�e, de force d�erivant d'un potentiel. Dans cette
formulation le � potentiel � d�esigne l' � énergie potentielle � . �A ne pas confondre avec ce qu'on appelle� potentiel
de gravitation � ou � potentiel électrostatique � (par exempl e) qui n'ont pas la même dimension (Ü Cf Cours
d'Électromagnétisme).

qadripcsi@aol.com http ://pcsi-unautreregard.over-blog.com/ 5
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Signi�cation du Th�eor�eme de l' �Energie m�ecanique :
ˆ Si WM 1 ! M 2 (

�!
f NC ) > 0, alors Em % : l'�energie m�ecanique de M augmente (ce qui signi�e que

l'ext�erieur apporte de l'�energie m�ecanique au syst�eme f M g).
ˆ Si WM 1 ! M 2 (

�!
f NC ) < 0, alors Em & : l'�energie m�ecanique de M diminue (�a cause de frot-

tements par exemple : une partie deEm est convertie en �energie cin�etique microscopique par
transfert thermique).

C'est le cas du pendule lorsqu'on consid�ere les frottements de l'air : au cours du temps il y a
amortissement du mouvement du pendule car son �energie m�ecanique diminuant, l'amplitude de
ses oscillations diminue �egalement { Cf.§IV.3) suivant.

IV.3 Utilisation de l'int�egrale premi�ere de l'�energie m �ecanique pour l'�etude des
probl�emes �a un param�etre

Exemple : Cas du pendule sans frottement (syst�eme �a �energie m�ecanique constanteE0) :

ˆ Ep = Ep;g = mgz + cte = � mgl cos� + cte

On choisit (arbitrairement) la constante telle que Ep = 0 pour � = 0.
! Ep = mgl(1 � cos� ) b

ˆ De plus : Ek =
1
2

m v2
M=R =

1
2

m r 2 _� 2

! Ek =
1
2

m l 2 _� 2

ˆ Thm de l' Em : dEk = �W P + �W T| {z }
0

= � dEpg

) (1) Em = Ek + Ep = cste � E0 = mgl(1 � cos� ) +
1
2

ml 2 _� 2

ˆ En d�erivant (1) par rapport au temps, on obtient :

d(1)
dt

! mgl sin � _� + ml 2 _� •� = 0

On peut simpli�er par ml , mais aussi par_� car le casf _� = 0 8tg ne nous int�eresse pas (puisque'il
correspond �a l'�equilibre � = cte = 0 et que nous nous int�eressons, ici, aumouvementdu pendule
hors de sa position d'�equilibre !) ; on obtient :

(2) •� + ! 2
0 sin � = 0 avec ! 0 =

r
g
l

ˆ En reprenant (1) , on remarque que :

Ek = Em � Ep , _� 2 =
2

ml 2 (E0 � Ep) � 0

Conclusion : le mouvement ne peut avoir lieu que pour E0 � Ep 8�
Application : Pour connâ�tre les mouvements possibles du pendule, il su�t de tracer le pro�l
d'�energie potentielle Ep en fonction de � et d'imposer (pour une �energie m�ecanique E0 donn�ee
du syst�eme conservatif) la condition E0 � Ep.

Sur la page suivante, on a trac�e un pro�l �equivalent (non pa s Ep mais
Ep

mgl
= 1 � cos� ) sur lequel

on rajoute quelques pro�ls d'�energie m�ecanique renormalis�ees
Em

mgl

b. Si on avait choisit (pourquoi pas ?) l'�energie potentielle nulle p our � = �
2 , l'expression de l'�energie aurait

�et�e : Ep = � mgl cos� .
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