M6 — MOMENT CINETIQUE
D’'UN POINT MATERIEL

Jusqu’a présent, nous avons rencontré deux méthodes pour
obtenir I'équation du mouvement d'un point matériel :

- |'utilisation du P.F.D.

- et celle du Théoréme de I'énergie cinétique (O Cf Cours
M3), cette deuxiéme approche étant intéressante avant tout
pour un systéme unidimensionnel (3 un seul paramétre de po-
sition) et soumis 3 des forces dont on sait déterminer le travail.

L'objectif de cette lecon est d'introduire une troisiéme mé-
thode.

Pour cela, on définit le moment cinétique, une des grandeurs
fondamentales de la Mécanique, avec la quantité de mouve-
ment (O Cf Cours M2) et I'énergie mécanique ([0 Cf Cours
M3).

Le moment cinétique jour, pour la rotation, un réle équivalent
a la quantité de mouvement pour la translation. Il est alors
plus intéressant de substituer a I'association force/Principe
fondamental de la dynamique (P.F.D.) I'ensemble moment
d’une force/Théoréme du moment cinétique (T.M.C.).

Ce chapitre présente cette nouvelle méthode pour obtenir |'équation du mouvement d'un point
matériel et son application au pendule simple (§ I11).

De plus, sa conservation dans le cas d'un systéme soumis a une force centrale newtonienne
conduit aux lois de Kepler, fondement de I'étude du mouvement des planétes (O Cf Cours
M7).

| Définitions
I.L1 Moment d’une force par rapport a un point [ Cf Cours

Supposons qu’en utilisant une clé de taille moyenne, vous n’ar-
riveriez pas a dévisser un boulon grippé. Votre expérience vous
souffle que vous avez de meilleures chances d’y parvenir en uti-
lisant une clé de taille supérieure (Cf. figure ci-contre).

La force que vous appliquez sur les deux clés est pourtant la
méme.

La seule chose qui change c’est qu’avec une poignée plus
longue, vous pouvez exercer la force plus loin de la pince.

Cette force est alors plus efficace. 8§
Il est plus facile d’ouvrir une porte tres lourde en poussant loin des gonds. Si vous poussez du

mauvais cOté, vous réussirez peut-étre a ouvrir la porte, mais vous savez bien que ce sera beau-
coup plus dur. Ces expériences montrent que pour faire tourner un objet, il faut non seulement
appliquer une force, mais faire attention a I’endroit oti on ’applique.
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{> Définition : Par définition, le moment évalué en un point O de la force F' exercée
en M est:

— — e
Mo(F)=0M x F




I. Moment d'une force et moment cinétique 2008-2009

1.2 Moment d’une force par rapport a un axe [ Cf Cours

> Définition : Soit (A), un axe passant par O, orienté selon la direction de son
vecteur unitaire ex.

H Y 1 - Ve . . -
On appelle moment de la force F' par rapport a I'axe (orienté) A la projection scalaire

de /\Té(?) selon ex : [ Mp = ./T/l—é(f’)) .eA

[(Propriété : Cette grandeur est indépendante du choix du point O, point quelconque de I'axe
A.

1.3 Moment cinétique d’un point matériel

a Définition [0 Cf Cours

{ Définition : Par définition, le moment cinétique évalué en un point O, dans le
référentiel R, du point matériel M de masse m est :

oy S O—]>W en m
LO/R(M) ==O0M x Pym/R = OM x MmUp /R PMm/R en k:g.m.s_l

1

— Lo/r(M) en kg.m?.s~

b Cas particuliers : mouvement plan et mouvement circulaire [ Cf Cours

1.4 Moment cinétique par rapport a un axe

{> Définition : Soit (A), un axe passant par O, orienté selon la direction de son
vecteur unitaire ex.
On appelle moment cinétique de M par rapport a I'axe (orienté) A la projection

scalaire de Lo g (M) selon éx : | La = Lor(M) . ex

[(Propriété : Cette grandeur est indépendante du choix du point O, point quelconque de I'axe
A.

.5 Interprétation et notion de moment d’inertie (H.P.)

Le Théoreme du moment cinétique (00 Cf §1l ) montre que le moment cinétique est analogue a
la quantité de mouvement.

Nous devons pouvoir 'exprimer a 1’aide des grandeurs correspondantes. Nous avons défini la
quantité de mouvement comme le produit de la masse par la vitesse, p = mwv, ou la masse
mesure l'inertie d’un corps, c’est-a-dire la résistance qu’il oppose a toute modification de son
état de mouvement. De la méme facon, nous définirons le moment cinétique d’un corps comme le
produit de sa vitesse angulaire par une grandeur qui mesure son inertie de rotation, c’est-a-dire
sa résistance a toute modification de son état de rotation.

{> Définition : (Hors Programme; cf. Math Spé) On appelle moment d’inertie
d'un corps, noté J, la grandeur qui mesure la résistance a toute modification de I'état
de rotation de ce corps.

En général, le moment d'inertie J = Ja d'un objet dépend de I'axe (A) autour

duquel on essaye de le faire tourner. Alors : | LA = JA-.w
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2008-2009 [l. Théoreme du moment cinétique

Propriété : Le moment d’inertie d’un corps change si I’on modifie la facon dont sa masse
est répartie autour de I'axe de rotation. Ce phénomene est bien illustré par une patineuse qui
tournerait sur elle-méme les bras écartés avant de les ramener le long du corps (Cf. figures).
Lorsqu’elle a les bras écartés, son moment d’inertie est plus grand, parce qu’une partie de sa
masse est située plus loin de 'axe de rotation.

[Interprétation du Moment cinétique : Nous pouvons considérer que le moment cinétique
caractérise la tendance d’un objet a continuer a tourner, du fait de son inertie.

Il Théoreme du moment cinétique dans un référentiel
galiléen

11.1 Enoncé

0 Méthode 1.— Comment établir le Théoréeme du Moment Cinétique ?

- choisir un point O fixe de R (si possible; alors : 1)—077_3’ = F)

- dériver la définition du moment cinétique de M évalué en O dans le référentiel
galiléen R = R,

- exprimer, dans cette expression de la dérivée, ’accélération du point M dans
—

—_ F ext

R a partir du P.F.D. : ap/r, =

- reconnaltre la définition du moment des forces extérieures

e Ainsi, a partir de Lo g, (M) = OM X mvy; g, on établit :

dLo/r, (M) _ (dOM M=+ OM x m dvar/w, (M)
dt T M/Rq dt
Rg Rq R(]

L dOM N
e dans le cas le plus général : a4 = Uy R, — VO/R,
RQ
e Hyp : On se place dans le cas particulier ot O est fixe dans R :

—_—
dL M
(()/;z;()) = Uyyr Xm0 R, + OM X mayr, = OM X Foxt = Mo (Foxt)
Rg

Théoreme du Moment Cinétique (T.C.M.) : Pour un point matériel M

—
soumis a la résultante des forces Fe: dans un référentiel galiléen R4, observé
depuis un point O fixe dans R :

—_— N N
dLO/Rg(M) = LO/R (M) = OM x va/R
— e C = Mo (Fext)  avec /A AN L,

dt R, Mo Fext) = OM X Fext

Rq : Il y a donc bien analogie entre le T.C.M. et le P.F.D. :

—_
dL M — d

T.C.M. O/Rt() = Mo (Fo) % = Fuq P.F.D.

Moment cinétique ~ Lo/r, (M) — Pa/Ry Quantité de mouvement
— Lt

Moment d'une force Mo (Fext) — Few Force
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[l. Théoreme du moment cinétique 2008-2009

e Théoreme du moment cinétique en projection selon un axe (A) passant par O :
Hyp : on suppose l'axe A fixe dans R,.

— alors ex = Cte, soit : | —— =0

e dL M).ex
(Lm0 o/r,(M)-ea _ dLs
— on peut alors écrire : —a €A = dt dt
Ry Mo(Fex)-ea = Ma

Théoréeme du Moment Cinétique selon un axe fixe A de R, : Pour un

—
point matériel M soumis & la résultante des forces Fey dans un référentiel
galiléen R :

dL iy L M).ex
—2 = Ma  avee a ﬂ]{L ) 'iA
dt Ma = Mo(Fext) s €n

1.2 Intérét du théoreme du moment cinétique

a Conservation du moment cinétique [ Cf Cours
—_— =

Foe = 0 : M est (pseudo-)isolé
— — —_— = — .
LO/RQ(M) =Cte & Mop(Fext) = 0 < = ou bien

e L.
Fe //OM : M soumis a une force centrale

b Expérience de cours et patinage artistique [ Cf Cours

Commentaire de I’expérience :
On choisit comme systéme S = {masse dans la main de I’éleve assis sur le tabouret d’inertie}.
On établit en cours, par application du Théoréme Scalaire du Moment Cinétique :

Lan =Cte s La(t;) = LA(tf) & mR?wi = mR%wf = comme R; > Ry, on a w; < wy

Ainsi, lorsqu’on rapproche la masse de ’axe de rotation, son moment cinétique selon A = Oz
étant constant, sa vitesse angulaire augmente.

Rq : La grandeur Jy = mR? est le moment d’inertie de la masse m tournant autour de I’axe

A.

Conséquence : L’expérience du tabouret d’inertie vue en cours permet de comprendre les effets
de la conservation du moment cinétique lorsqu’on regarde une patineuse tournant sur la pointe

de ses patins.
Si elle commence & tourner avec les bras écartés et

qu’elle les rapproche ensuite de sons corps, son mo-
ment d’inertie diminue. Les frottements n’ont que peu
d’influence dans cette situation et le moment des forces
extérieures est donc nul : le moment cinétique doit donc
rester constant. Puisque le moment cinétique est égal
au produit du moment d’inertie par la vitesse angulaire,
la diminution du moment d’inertie est compensée par
une augmentation de la vitesse angulaire : la patineuse
tourne plus vite.

Réciproquement, en écartant une jambe et les bras de
I’axe de rotation, la vitesse angulaire de rotation dimi-
nue et la patineuse ralentit ainsi son mouvement.
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2008-2009 [l. Théoreme du moment cinétique

c Autres manifestation de la conservation du moment cinétique

Le méme mécanisme qui permet a la patineuse de pirouetter gou-
verne un ouragan ou une étoile en rotation. Une étoile, qui a
consommé toutes ses réserves d’énergie, meurt en s’effondrant sous
Peffet de sa gravité. Le résidu minuscule de cette compression cos-
mique est une étoile a neutron de densité énorme. Si I’étoile est en
rotation au moment de s’effondrer, son moment d’inertie J diminue
et sa vitesse angulaire w augmente. Le résultat final est une source
de rayonnement qui tourne rapidement sur elle-méme, et que 'on
appelle un pulsar.

La nébuleuse du Crabe, résultant de ’explosion d’une supernova his-
torique (SN 1054) observée par plusieurs astronomes en 1054 et
1055. Située a une distance d’environ 2 kiloparsecs (6 300 années-
lumiere) de la Terre, dans la constellation du Taureau, la nébuleuse
a un diametre de 11 années-lumiere (3,4 pc).

Elle contient en son centre le pulsar du Crabe (ou PSR B0531+21)
qui tourne sur lui-méme environ trente fois par seconde. Il s’agit
du pulsar le plus énergétique connu. Il joue un role important dans
la structure de la nébuleuse, étant entre autres responsable de son
éclairement central.

Un plongeur sautant dans
une piscine peut exercer un
moment de forces autour de
son centre de masse pendant
qu’il est encore en contact
avec la planche et commen-
cer ainsi a tourner. Pendant
qu’il est en lair, il n’est
soumis a aucun moment de
force extérieur autour de son | ‘
centre de masse : son moment cinétique évalué en son centre de masse est donc constant.

Ainsi, de la méme facon qu’un corps se déplace en conservant sa quantité
de mouvement s’il est soumis & une résultante de forces extérieures nulle,
un corps tournant continue de tourner en conservant son moment cinétique
lorsqu’il n’est soumis & aucun moment de forces extérieures.

d Exercice

On fait tourner une sphére assimilable & un point matériel de masse m = 200 g sur un cercle
horizontal au bout d’un fil de longueur Iy = 2 m & une vitesse constante v = 1 m.s .

1) Déterminer son moment cinétique autour de I’axe de rotation.

2) On tire brusquement le fil, de maniére a réduire son rayon a l; = 1 m : que devient la vitesse
de la sphere ?

Rép: 1) La=0,40 kgm?s7';2) vy =2m.s L.

e Pourquoi les chats retombent-ils (parfois) sur leurs pattes?

Rq : aucun chat n’a été physiquement maltraité lors de cette expérience.

Il est erroné de croire que les chats retombent toujours sur leurs pattes. Mais revenons sur les
raisons qui ont fait naitre cette légende.
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[1l. Exemple du pendule simple

2008-2009

Quand un chat est laché, son corps ne pivote pas. La loi de conserva-
tion du moment cinétique affirme qu’a moins qu’une force extérieure
n’exerce un moment sur lui, il devrait tomber sans tourner.

Deux forces agissent sur le chat au cours de sa chute : la pesanteur
et le frottement de 'air. La force de pesanteur n’exerce pas de mo-
ment : comme Newton ’a montré, on peut considérer que la force
de pesanteur agit au centre de masse du chat, ce qui ne produit
aucun moment. Les forces de frottement ont bien un moment, mais
elles sont trop faibles pour provoquer le retournement.

Comment le chat arrive-t-il a se retourner ?

Un examen attentif des photos, prises en stroboscopie, permet de
le comprendre. Sur la deuxieme photo, on remarque que le chat a
rapproché ses pattes avant de son corps, et que ses pattes arriere
sont étirées. Cette position réduit le moment d’inertie de 'avant du
corps, et 'augmente a l'arriere.

Le corps étant plié au milieu, avant et ’arriere ne tournent pas
autour du méme axe. Cette deuxieme photo révele que le haut du
corps a tourné vers nous, d’environ 90°, et le bas vers 'arriere de
la photo, d’environ 10°.

Le moment d’inertie de la partie postérieure du corps est plus grand
que celui de la partie antérieure et les rotations se produisent en
sens contraire, les moments cinétiques des deux parties du corps se
compensent donc.

La situation que I'on observe sur la troisieme photo est inversée : les
pattes avant sont tendues, ce qui augmente le moment d’inertie de
I’avant du corps, et les pattes arrieres sont repliées.

L’arriere du corps a pivoté d’un angle important, pendant que
I’avant tournait dans ’autre sens d’un angle plus petit.

Les trois dernieres photos montrent le chat qui ne pivote plus et
atterrit sans dommage.

Rq : Apres cette explication, nous serions bien tentés de croire que les chats retombent toujours
sur leurs pattes. Mais précisons que les chutes des balcons sont la premiere cause de mortalité
des chats de famille. C’est tellement courant que les vétérinaires ont baptisé le phénomene le
syndrome du chat parachute. Le chat a plus de risque s’il ne tombe pas de trés haut, enfin disons
plutot qu’il a moins de temps pour se retourner. S’il chute de tres haut, il ne va pas mieux s’en
sortir car le choc de I'impact au sol est alors bien plus fort. Dans ce cas méme s’il retombe sur
ses pattes, le pauvre chat peut souffrir d’importantes fractures osseuses. Pour que le dicton soit
valide, le chat doit tomber d’une hauteur comprise entre 1,5 meétres et un étage d’immeuble.

Il Exemple du pendule simple
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