M8 — CHANGEMENT
DE REFERENTIELS
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e s . N dOM , o IPTSI
e Par définition, le vecteur vitesse vy /g = (dt) , O étant un point fixe du référentiel R,
R

dépend du référentiel dans lequel on I'évalue. De méme pour I'accélération W = (dvft/n> .
Dans ce chapitre, on se limite aux aspects cinématiques et on cherche a établir le liens entre |7(§S
vitesses et les accélérations exprimées dans deux référentiels différents.

Nouveautés de cette lecon :

e Loi de composition des vitesses.

e Loi de composition des accélérations.

e Notion de point coincidant pour savoir retrouver la vitesse d'entrainement v, (M) et
I'accélération d'entrainement a, (M)

e Expression générale de I'accélération de Coriolis ac:(M).

I Mouvement relatif de deux référentiels

.1 Position du probleme

la trajectoire de M dans R, la traj. de M dans R,
Q : Sion connait { la vitesse vy, () , quelle sont ¢ la vitesse vy . (t) ?
Paccélération ayr g, (t) laccélération aps/r. (t)

Pour répondre a cette question, il faut connaitre le mouvement de R. par rapport a R, :

<> Définition : Le mouvement de R, par rapport a R, z R:Ra
s'appelle le mouvement d’entrainement.

Ra = R s'appelle le référentiel fixe ou référentiel ab-
solu. M(t)
Re = Ri1 s'appelle le référentiel mobile ou référentiel *
relatif.

Notation : (e;,ey,¢,) et (€x,€y,,€2 ) notent les Bases Y
OrthoNormées Directes cartésiennes de R et Ry respecti- X
vement.

1.2 Rotation relative des deux triedres des B.O.N.D. de R, et R,

<> Définition : |l | existe un vecteur qu’'on appelle vecteur rotation d’entrainement de R, = Ry
.
p/ra R, =R, noté Qp, r tel que :

da — _ de_y_l> — _ . de_zl) — _
ar R: QRI/Rxexl at R: QRI/Rxeyl q R: QRl/Rxez1

1.3 Translation et rotation

Le mouvement d’entrainement de R, = R par rapport R, = R est la superposition :
—
- d’une rotation a la vitesse angulaire Q, /»

—_—
) H ) s . — dOO]_
- et d’'une translation qu’on peut caractériser par vp, /R = T

Avec O un point fixe dans R et O un point fixe dans R;.



I. Mouvement relatif de deux référentiels 2008-2009

1.4 Mouvement d’entrainement par translation
a Translation d’un solide dans R :

<> Définition : Un solide est en mouvement de trans-

lation par rapport a un référentiel R si, pour deux points
. —_—

A et B quelconques de ce solide, le vecteur AB garde

toujours les mémes direction, sens et norme au cours du

—_— -
temps : | AB = Cte .

[(Propriétés : Les trajectoires de tous les points d’un
solide en translation sont superposables.

Si ces trajectoires sont :

e des courbes de forme quelconque : on parle de translation curviligne
e des droites paralleles : on parle de translation rectiligne

e des cercles de méme rayon : on parle de translation circulaire.

—_— — — — —
[Propriété : AB = Cste & OB(t) — OA(t) = Cte & vp/r(t) = va/R(1)

Cl : au cours d’une translation, tous les points d’un solide ont, & chaque instant ¢, le méme
vecteur vitesse v ().

Rq : Bien entendu, ce vecteur vitesse peut varier au cours du temps, en norme comme en
direction !

b 7R, est un solide géométrique qui peut étre en translation p/r a R :
Dans ce cas, tout vecteur lié a R, = R demeure
constant dans R, = R ; entre autre : e, , &, et e, .
Donc :

—

—_7
Ri/R X €xy =

deg,
dt )5

—
Q
de_y; — ., = — —
W :QRI/Rxew:O =4 QRl/RZO
R
de_zl> — N
ar :QR1/RX6Z1: 0
R

[OCI : Lorsqu’un référentiel Ry a un mouvement d’entrainement de translation par rapport a
un référentiel R, alors, son vecteur rotation d’entrainement en nul.

1.5 Mouvement d’entrainement par rotation de Z11 2 .
R. par rapport a R, Q
o " . R/R
yp : Supposons que, V T : ez; =e;
L (OZ) = (012’1) et O = 01. — El
e le référentiel Ry est en rotation dans le référentiel R ey Ji Y
autour de la verticale. 0= 01 0 1
—

ez, = cos e, + sinfe, a; ey Y R
Alors : e_yl) = —sinfe, + cos He_y) e_x7

€ =€ x/ 0

X1

Soit, en dérivant par rapport au temps dans le référentiel R :
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2008-2009 [1. Dérivation d'un vecteur par rapport au temps

)= 6(—sinfe, + cosfey) = fey,
R
gy = 0(—cosfe, —sinfe,) = —be,,
R
()"
=0
On peut facilement vérifier que : DOHC, en posant 0 = Ga, pour 7 = T, youz:
de;; —
. . deg, ) =Q xe
beo x e — b E<df> (dt) i
R
b= — e = dey, Alors (cf. 1.2) Q représente le vecteur rotation
Ca Xl =7V =g ® de Ry par rapport & R :
.,
f—  — _ dezl e -y .
k06z1><ezl =0 _<dt )R QRI/R:QZQEZ’

Rq : (Important a comprendre!)
La base (€x,, €y, €2, ) est une base cartésienne dans le référentiel Ry
Mais ces trois méme vecteurs sont les vecteurs d’une base polaire dans le référentiel R.

Cl : La nature d’'une base (cartésienne ou polaire) dépend du référentiel dans lequel on
travaille.

Il Dérivation d’un vecteur par rapport au temps

1.1 Formule de Varignon

e Soit un vecteur quelconque U.On peut le projeter dans la B.O.N.D. de R; = R¢ :

p—e
U= lee—m; + Uzle_zl) + Uzle—zf
e On peut dériver ce vecteur par rapport au temps dans le référentiel R, = R : I'observateur,
pour cette opération, est LIE & R :

aU : : : dey de.’ de
() et (5F) o (4F), 0. (5),

dU dU 4T dU

— — —

<dt> = (dt) +QR1/RX(UZB16—$1>+U21€—21>+U216—21>) < (E) — (E) + Q’Rl/’R x U
R Rl R Rl

1.2 Composition des vecteurs rotation

. — —
Relation entre Q1 ,z et (g gz,

a
au dU
— —
(dt) = (dt) +Oryr X U i 7
” Ry dU _(dU o o —
dﬁ dﬁ — — - g a g +( R/R1+ Rl/R)XU
(dt) - (dt) * Qrjmy < U K " ¥
1
— —
D’OU : QRl/R = _QR/'Rl
b Composition des vecteurs rotations :
Supposons trois référentiels R1, Ro et R3. On a :
=
dU dU — —
—, = . + QRl/RQ x U — —
dt ” dt ® dU dU — — —
AN av\ = (7)) Tl ) TR ORymy) ¥ U
(dt)R B <dt>72 i QRQ/RS v " " 67?1/733
3 2
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[1. Dérivation d'un vecteur par rapport au temps 2008-2009

N — — —
D’ou : Q'R1/’R3 = QRl/Rz =F QRQ/R3

c Application : coordonnées sphériques

Le repere (O, €, €y, €,) est le « solide géométrique »LIE au

référentiel R.

Le repére (O, €, e, €,) est le « solide géométrique »LIE au
—

référentiel R tel que : Qpi g = ¢e.. )

Le repére (O, e, eg, e_;) est le « solide géométrique »LIE au

ey . - —
référentiel Ry tel que : Qg iz = be,.
e D’aprés la composition des vecteurs rotation :

— — =g 5 .
Qryr=Qrr + Qryr = Oeg + ez

e d'ou :

0}
—T
dex _ (de 10 X e,
dt ) \dt ),  RRTT

(Oeg + ¢ez) x e =0eg +¢ e x &

. —
sinf e,

— =0eg +¢sinfe, (@O

des . .
caon: (U0) = (57) 4Tnnxd - (s x G- —0w e 2
R Ri1

— — = —fe, +pcosbh e, (@
t)r
o

dot - de_ga) _ de—«; ﬁ = — (b .— e T T P
edou: | 7| =15~ +Qr, R X ey = (e, + ¢e;) X e, = pe; X ey, = —pe.
R R1

d—)
Comme : € = sinfe, + cosfeg, on obtient : ((f:)) = —psinfle, — pcosh e [
R
De bl N dOM dre; o de,
e De plus, comme v =|—1] = =re +r .
P M/R dt at ), dt )
R

Rql : Avec (D on obtient la vitesse en coordonnées sphériques : vy = ey, + rfeg + rsin 9@6;

Rg2 : On pourrait dériver a nouveau le vecteur vitesse, et, grace a (D), @ et 3), obtenir ’expression
de 'accélération en coordonnées sphériques.

d Dérivée temporelle d’un vecteur rotation d’entrainement
— —
e Supposons que U = Qg /z.

d¢ dt

-~
—

— —
dQ dQ
La formule de VARIGNON s’écrit alors : <Rl/R> = <W> + ﬁRl/R X 6721/72
R R1

— Donc les deux dérivées temporelles sont égales. Comme elles sont indépendantes du choix du
référentiel R ou R, pour les exprimer, on peut se contenter de noter :

— — —
dQRl/R _ dQ'R1/’R _ dQ'R1/’R
dt . dt T dt
R R1
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2008-2009 [1l. Loi de composition des vitesses

Il Loi de composition des vitesses

I11.L1 Vitesse absolue et vitesse relative

e Pour un point M quelconque, on cherche la relation entre :

sa vitesse absolue, définie dans le référentiel absolu R, vp/r, = () =
Ra

. . P fes . N dO1M
sa vitesse relative, définie dans le référentiel relatif Re vy, = ( ! > =,
Re

e Comme OM = 001 + O1 M :

— — —
. (doM _ (4001 . (a0iM
UM/Ra =\ Ty - dt dt
Ra 7?«a RG«

————
N dO1M
1 - b —
=  V0y/Ra + ( dt > +QR6/RG x O1M
€
UM/Re

[D’ou la Loi de Composition des Vitesses :

R ,
UM R, = UM/R. T V0, /R, + QR R, X O1M [(L.C.V.)

111.2 Point coincidant et vitesse d’entrainement

& Définition : Le point coincidant, noté M™, est le point :
@ fixe dans R, (i.e. lié a R.)

(@ qui coincide avec M. ..
(® ...a l'instant ¢ considéré

Rq : Bien comprendre que le point coincidant est un point géométrique, puisqu’il est fixe dans

R, et non un point matériel comme le point M.
o —
Conséquences : @O = Uppr, = 0

Des lors, la loi de composition des vitesses appliquée au point M* donne :

a N — *
UM R, = U TR, T V01 /R, T QR Ry X O1M™ = 0o (M) avec M*(t) = M(t)

¢> Définition : On appelle vitesse d’entrainement du point M, notée v. (M), la
vitesse qu'aurait le point M dans le référentiel absolu si M était fixe dans R., c’est-

a-dire, si M était entrainé par le mouvement d’entralnement du référentiel relatif
Re.

[Propriété : On constate que la vitesse d’entrainement du point M correspond a la vitesse
e —
UM* /R,

absolue du point coincidant M* : ©v/(M) = { .
Uol/Ra + QRE/’RQ X 01M

[(Propriété : La Loi de Composition des Vitesses s’écrit donc :

UM/R, = VM/R. + ve (M)
Va =0y +0, | & N — e N/ (L.C.V.)

. . . . , -
vitesse absolue  vitesse relative  Vitesse d'entrainement
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IV. Loi de composition des accélérations 2008-2009

IV Loi de composition des accélérations
IV.1 Accélération absolue et accélération relative

duy,
Puisque ap; g, = <Z£R“> , on repart de la Loi de Composition des Vitesses
Ra

— —_—
UM/Ra = VM/Re T V01 /Rq T QR@/Ra x O1M

qu’on dérive par rapport au temps terme a terme :

— —
<de/Ra > _ <dUM/Re > N <dvol/7za > N d(Qr, /R, X O1M)
a ) a )p g r .

- =
En introduisant la notation simplifiée = Qg /5, ces dérivées deviennent :

dUM/Qp dUM/Rp o 0
. . — [ M/ ke + Q x UM/Re = AM/R. + Q x UM/Re
dt  Jn dt )z,

. dUOI/Ra —a
At ), OHRe

. d(ﬁRe/Ra x O1M) B @ XO_TW—Fﬁ)X dO1M
dt Tt ! dt
Ra Ra

= 8 COM+ QX ! +Q xOM

dt dt
aq e .

— - — _— =

= Qx(QXOM)+ — x O1M + Q x vpr,

dt

[D’ou la Loi de Composition des Accélérations :

N
—  dQ — R
CL]\/[/Ra = aM/'Re + aol/Ra + 5) X (6 X OlM) + W X OlM + 26 X UM/RE (L.C.A.)

e 1.2 . — 1.2 . .
Avec : ap g, 'accélération absolue et a);/z_ 1'accélération relative.

IV.2 Point coincidant et accélération d’entrainement

Appliquons la L.C.A. au point coincidant M* sachant que par définition de M™*, puisque le point
coincidant est un point fixe du référentiel relatif :

-, = -, =

UM*/'Re =0 et (I]M*/1ge =0
on obtient, avec M*(t) = M (t) :

N
— dQ —
aM*/'Ra :M+aol/na+ﬁ X (ﬁ XOIM*)—I_H XOlM*+2ﬁ XUMT7R€

¢> Définition : On appelle accélération d’entrainement du point M, notée a; (M),
I'accélération qu'aurait le point M dans le référentiel absolu si M était fixe dans R,

c'est-a-dire, si M était entrainé par le mouvement d’'entrainement du référentiel relatif
Re.

[Propriété : Ainsi, ’accélération d’entrainement de M correspond a ’accélération absolue

SN
AM* /R

du point coincidant M* : a. (M) = - L do —
CLOl/Ra + Q X (Q X OlM) +? X OlM

6 http ://pcsi-unautreregard.over-blog.com/ Qadri J.-Ph.




2008-2009 VI. Mouvement d’entrainement par rotation [J Cf Cours

IV.3 Accélération de Coriolis

D’apres la définition de 'accélération relative et de 'accélération d’entrainement, la L.C.A.
s’écrit :

_
ar/R, = GpR, + @e(M) ++2Q X vy z!

{> Définition : Important! Expression a connaitre par cceur!
On appelle accélération de Coriolis, notée ac: (M), le terme :

ac(M) = 25)736/72“ Xr, & ac(M) = 20 x vy

IV.4 Conclusion et remarques importantes

[(Propriété : La Loi de Composition des Accélérations (L.C.A.) s’écrit donc :

— = — — a]M/Ra = a]\/[/Re + a_e)(M) + CT)C(M)
Aq = Qr + Qe + a¢ = —— —— N——"

accél. absolue accél. relative  accél. d’entrainement  accél. de Coriolis

Rql : Dans l'accélération de Coriolis, la vitesse mise en jeu est la vitesse relative!
Rg2 : D’apres le programme, I'expression de ’accélération de Coriolis est a connaitre par coeur.
Rq3 : L’accélération d’entrainement se trouvera en cherchant & exprimer, au cas par cas,

I’accélération du point coincidant.
—
— , dog

Rq4 : Attention, excepté un cas exceptionnel (O Cf §V), on a : a; # T

V  Mouvement d’entrainement par translation [ Cf Cours

VI Mouvement d’entrainement par rotation [] Cf Cours
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