Exercices de Mecanique 2008-2009

DM n °2 { Dynamique Newtonienne

Point glissanta l'inerieur eta I'exerieur d'une sph ere

Dans ce qui suit, on admet qu'un point maeriel mopile sans frottement sur la surface d'un solide
S subit de la part de celui-ci uneaction de contact N normalea S et dirigee vers I'exerieur de

S ( extérieur = espace du cbté de M).

Soient S une sphére creuse de centr€ et de rayona. O et A sont deux points diamétralement
opposés. Dans toute la suiteS est xe dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le diameétre
OA étant vertical.

On considére le mouvement sans frottement d'un point matérieM de massem dans un plan

vertical passant par OA.
1) OA étant une verticale ascendante et le mouvement de

M s'e ectuant sur la face interne deS, établir une équation
'di ére'ntielle du second ordre (E) véri ée par la variable =
(CO;CM).

Déduire de (E) le caractere sinusoidal des
petitsmouvements de M au voisinage de O et donner
I'expression de leur période.

2) En multipliant (E) par —et en remarquant que ®* —=
1d(-2)
2 dt
relation liant la vitesse angulaire —(notée encore! ) et la
position

(Cette méthode évite le recours a des arguments énergétiques

gui ne seront a notre disposition qu'enM3.)
Déterminer la constante d'intégration en sachant queM a été lancé deD avec une vitesse calculée

pour lui permettre d'atteindre tout juste A en principe ; c'est-a-dire pour que M reste toujours
au contact de S jusqu'en A.

Montrer que, en fait, M quitte S pour une valeur o de inférieure a que l'on calculera.
Quelle est la nature de sa trajectoire ultérieure ?
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, intégrer (E) par rapport au temps et en déduire la

3) Dans toute la suite, OA est maintenant une verti-
cale descendante et le mouvement déVl s'e ectue sur
la surface externe deS. Avec les notations de la gure
ci-contre, établir la nouvelle forme (E9 de I'équation
di érentielle du mouvement et analyser la conclusion a
laguelle celle-ci conduit pour un éventuelpetit mouvement
M étant abandonné sans vitesse avedt =0) = ¢ = 1

3) En procédant comme & la questior?) pour intégrer (E9
au premier ordre, donner I'expression de2 en fonction de
dans le cas oM part de O avec une vitesse négligeable et
en déduire la valeur ¢ pour laquelle M quitte S. A

IEX-M2.8 | Le peintre et la poulie

Un peintre en batiment de masseM = 90 kg est assis sur une chaise le long d'un mur qu'il
doit peindre. Sa chaise est suspendue a une corde reliée a une poubefgite. Pour grimper, le
peintre tire sur l'autre extrémité de la corde avec une force d&80 N . la masse de la chaise est
m = 15 kg. On travaille avec la verticale (Oz) ascendante.

1) Determlner Iacceleratloﬁ a = a;e, du peintre et de la chaise. Commenter son signe.

2) Quelle force F = eZ le peintre exerce-t-il sur la chaise ?
Rép: 1) a=3;15m:s 2;2) F' 486N.
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2008-2009 Exercices de Mecanique

Rappel et Compléments du cours
Force de frottement solide, réaction du support

Lors du contact entre deux solides, donc lors du contact
entre un point matériel M (m)I et un solide S, ce dernier

exerce sur le pointM une forcé R appelée réaction, com-

posée d'une réaction normqle (a la surface de contacly ,

et d'une réaction tangentielle T (dite force de frottement)

véri ant Les lois de Coulomb : | :

" S'ily a glissement deM surS: |jjTjj=f jiNjj
ouf estlec+ cient de frottement *

! 1 T
~ S'il n'y a pas de glissement deM sur S tszs = 0): |jiTii<f jiNjj|

Remarques ; '
" En posant N N u ‘(u le vecteur unitaire dirigé de S vers M, perpendiculaire a la surface
de contact) : le contact se maintient siN > 0 et le contact cesse sN =0.

| |
" En l'absence de frottement f = 0), la réaction du solideS est normale, c'est-a-direR =" N ;
elle reste donc a chaque instant perpendiculaire au suport.

|Ex-M2.9 I Glissement d'un solide sur un plan inclire
Un solide supposé ponctuel de massen est déposé

a l'extrémité supérieure de la ligne de plus grande Ve Q
pente Ox d'un plan incliné d'angle , sans vitesse H
initiale. On note H la distance de ce point initial O
au plan horizontal et g I'intensité du champ de pesanteur. A a

V'

1) Absence de frottement

" Déterminer l'accélération du mobile a l'instant t, lorsque les frottements de glissement sont
négligés.

~ En déduire la vitesse du mobile au pointA.

2) Existence de frottement de glissement

" Quelle est la condition sur f , le c+ cient de frottement pour que le solide commence a glisser
at=07?

" Reprendre les guestions de la r}jelrtiel.

Rép: 1) va= 29H;2) va= 2gH(1 fcotan ) lorsquef < tan

|Ex-M2.10 | Points maeriels en rotation

Un systéme de deux particules identiqgue$ ; et M, (de massem) peut coulisser sans frottement
sur un axe rigide horizontal Ox. M1 est lié 40O, et M, est lié¢ aM; par deux ressorts identiques
de constante de raideurk et de longueur a videlyp.

L'axe Ox tourne autour de Oz a la vitesse angulaire z o)
> M, M,
constante! . On poseK e
I Trouver les deux équations du mouvement liant, AL UUUU
|2, |0 et K. l l

1 2

Conseil : Appeler (OxgYozo) le repére cartésien du référentiel terrestre. Faire une vue de sisus
pour une position quelconque de la tige. faire apparaitre I'angle oriedt entre I'axe (xe) des
abscisseqOxp) et la tige (Ox). Faire apparaitre la base locale adaptées a I'étude del; et de
M.

Rép: hp +! 2(K Dl =1 2Klp, et M+ 2(2K D, =1 2K (11 + lo)

1. Le c cient de frottement f depend des matriaux en contact mais pas de la surface de contact. Par
exemplef =0;6 pour le contact caoutchouc / bitume
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|Ex-M2.11 | lelastique lese

Un ressort de masse négligeable, de raidekiret de longueur au reposg, est xé par ses extrémités
en deux pointsA et B de méme altitude et distants ded. Il est lesté en son milieu par un objet
quasi ponctuelM de massem.

I Caractériser la position d'équilibre (par exemple , angle que font les forces de rappeT A et
T g des deux parties du ressort sur M avec I'harizontale).

Données : m=2;0kg; g=9;8m:s 2;k=1;010° Nm ;lp=1;0m; d=80 cm.

Rappel du cours M2 : En plagcant M au milieu du ressort[AB] (k;lg), on sait qu'on peut le
remplacer par un ressorfAM ] fka = Ko;lao = '709 en série avec un ressoffMB ] fkg = Kko;lgg =
'709 tel que kg s'exprime facilement en fonction dek.

a Solution : Faire un schéma précis avec des Que vaut la constante de raideur d'un ressort

notations claires aprés avoir lu I'énoncé. Y faire
apparaitre les trois forces qui s'exercent suMm
a l'équilibre.

Projeter le P.F.D. a I'équilibre dans le repére

de longueur a vide la moitié de celle d'un d'un
ressort de raideurk ?
En déduire que : —— = jdtan losin j.

Si on fait I'h d)othése des petits angles :
(Oxz) ou (Ox) est I'horizontale, Oz la verticale Les données de I'énoncé
ascendante etO milieu de [AB].

En déduire que le deux moitiés de ressort
exercent desmtensions identigues d'intensité

TAZT

2kjd loj
donnent alors 0;49 rad = 28 , qui n'est pas
un petit angle ! il faut donc résoudre nume-
riguement la premiére expression.

On trouve 0;79rad.

B:

2sin

I[ExX-M2.12 | Point sur une tige en rotation uniforme dans
Rt

Une tige OP rigide est soudée sur un plateau tournant a vitesse
angulaire constante! . Cette tige forme un angle constant
avec l'axe vertical (Oz) = ()

Un point matériel de massem pouvant glisser sans frottement
est en équilibre relatif sur la tige.

En utilisant la relation fondamentale de la dynamique dans le
référentiel terrestre supposé galiléen :

1) préciser la positionxe de I'équilibre relatif ;

2) donner les composanteR1, R, et R3 de la réaction R dans
la base(e1 e2' e3) liée a la tige.

Conseil : Reconnaitre la nature de la base(e1 ez e3) avant
toute autre chose.

Rép :
1) Xe =

e =

A

(4)

gcos

mg cos
I 2gjn?

) Ri= — R2=0 R3=mg

|Ex-M2.13 | Tir balistique sans frottement

Un obus sphériqgue de massen assimilé a un point matériel M est lancé dans l'air avec une
vitesse vp depuis le point O, origine du repére(O;' eXI ey;I e,) lie au reférentiel terrestre Rg
supposé galiléen.

La vitessevy fait un angle avec I'horizontale Ox dans le planOxz. Le champ de pesantel!Jrg
est supposé uniforme ez est la verticale ascendante du lieu. On néglige tout frottement.

1) Déterminer I'équation de la trajectoire.

2) Déterminer la éche de la trajectoire (altitude maximale atteinte). Pour quel angle
est-elle maximale ?

3) Déterminer la portée D (distance entre O et le point de chute sur le plan horizontalz = 0).
Pour quel angle la portée D est-elle maximale ?

Calculer pour cet angle la portée et la éche de la trajectoire.

la eche
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4) Comment choisir I'angle de tir pour que la trajectoire passe par un point A de coordonnées
(Xa;ya)?

Dé nir la parabole de sdreté.

Données : g=9:81m:s 2;vp=30m:s 1;m=1 kg.

Rép : Cf. p.

|Ex-M2.14 | Tir balistique avec force de frottement proportionnellea la vitesse

On reprend les données de I'exercice précédent en supposant,teq‘bis, quell'obus est soumis a
une force de frottement (traduisant la résistance de l'air) du type: F = * v en plus de son
poids. |

1) Déterminer les composantegvy(t); v;(t)) du vecteur wtessevm Ry = V achaque instant.

2) Déterminer les composantegx(t); y(t)) du vecteur position OM a chaque instant.

3) Déterminer et calculer la éche de la trajectoire.

4) Montrer que la trajectoire tend vers une asymptote verticale dohon précisera la position.
5) Montrer que la vitesse de I'obus tend vers une limite que I'on déterminex.

6) Tracer l'allure de la trajectoire.

Données: =45 ;g=9:81m:s 2;vp=30m:s *;m=1kg; =0;1kgs L

Rép : cf. p.

1) ~ Systéme étudié : obus sphérique assimilé & un point matérieM (m).

- Refelren;uel d'étude : le référentiel terrestre Ry supposé galileen lié au repere d'espace
(O & &y, €).
~ Le bilan des forces appliquées au pointM se réduit au seul p0|dsP m g = mé e,
" Application du P.F.D. au point M dansRy :
I
m!aM:Rg :! P ) m dv =m g
dt Ry

!
En simpli ant par m et en intégrant vectoriellement, on obtient : v (t)= =! gt+ K

K est une constante vectorlelle qui sobtlent en conS|derant le€onditions Initiales ; or, at =0,
on a' v(t=0) vo— K Donc : |’ v(t)— g t+ Vo

. I dOM » _ L, . .
Comme v 5 l'équation précédente peut s'intégrer & nouveau par rapport au
Rg

temps : | . |
oM() = g §t2+! Vot + K©

|
Ou K @ constante d'intégration vectorielle, s'obtient elle aussi grace auxonditions initiales (a

[ I ! ! 2
t=0): OM(t=0)= 0 = KO soit:| OM(t)=" g%+!v0t

!
" Cette équation vectorielle surOM (t) x(tj e + z(tj e, peut se projeter selon les axe®x, Oy
etOz:

en projetant seloﬁex, on obtient:  x(t) = vgcos it ,1
en projetant seloﬁey, on obtient: y(t)=0

. . t .
en projetant seloﬁez, on obtient :  z(t) = gE + vpsin it 2

~ L'équation de la trajectoire s'obtient en éliminant le temps

2

,1 g X . X g 2
2 ! z= = + Vo Sin zZ= 5 X"+Xxtan ,3
2 Vpcos Vg COS 2v§ cog
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Conclusion : La trajectoire est une portion de parabole. :@
:g o =[75°
La gure ci-contre représente trois trajectoires obtenues X
pour di érents angles (30, 45, 75). - \ .
20 / ——
-~ Y . . - 1 15 =B0o°
2) " La éche est atteinte lorsque la vitesse verticale s'an-  ,, |/ i el .
5
nule. . ) o | | | . \ >N * ()
En projetant I'équation” v =" g t+ vg sur e, 0 1020 30 40 30 60 70 80 90 100
. . . Vo Sin
on obtient : v, = gt+ vgsin qui s'annule pour|tg = g

" Ainsi la éche de la trajectoire est le point F (Xg; zg) dont les coordonnées sont obtenues en
remplacant t par tg dans les relations1 et,2 :

vgsin(2 )
29

2 ain2
v§ sin

Xp = X(tg) = 2q

4 et Zr = z(tg) = ,5

3) " La portée est atteinte lorsque z = 0 ; on obtient donc cette portée en cherchant la solution
a I'équation suivante :

z=0 g
2v§ cog

g

————X+tan =0
2v§ cog

2 | x2+ xtan =0 ,

" La solution x =0 est a écarter puisqu'elle correspond au point de départ du tir. La pdée est
donc la seconde solution :

_ 2v3cog tan _ v3sin(2 )

2X ,6
9 9 F

- . . . . . . dD .
Pour que la portée soit maximale, il faut qu'elle soit solution de q =0, soit cos(2)=0

soit2 = > (et pas autre chose puisque est compris entre 0 etE); donc :

q vg
= —ra , D=Dmn=—
m 4 m g

~ AN : \Dm =91:7m \; et pour la valeur correspondante de (45), on a et
(cf. Graphique).

&) Om ved alfinde A 1,,,?A) o0 Gondand | [b=o)||- w, -

A dat dpnc WYoulewin & Lo hrojecdie - 3, = ——?‘4 0p? 4+ fomo 2,

De /Y&A/), ol
(J'ml +Z‘—?Z{A+J’°\Mzoo 2p? = fom d 2, + 340
Z‘i";hmiog _ QeA tomd 4 (M‘L +3A> o @
éq L‘LAZ olzqwm\'bw\o) de dhocd bmimanks N = % _ qgf" {9“4 )
E | 2a,® SA

Run cumin e poliuhon tnd nale f fouk A> 0 )

Sk N _ i@-__ (§A+ giﬂz)zo Pt _"_Y‘:i >/ A+ Gwp?

7 Lz 29 2m, >
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WL, _ A% &t b L
o ‘*—2-5 2 2a b %( »)
{{’A)'VQ'W'W- /‘O\Aﬂ‘mea/dlﬂovmmk (O, EO_Z)

A // 2y

%l, /// éw,\) /‘m‘m@.«olz SRETE = %(;u) <£3a QDA\Q A(wA,%*)
& oxﬁswul*

[\ Uk oo

A /////gw«w qelqua oot o

2 3

& n
&>
Gk A ok ollumt froque @) ek ®) ponk wentlgsts | oo -Qui
z 2ot o34
Ao [ 3a < 'g% A= w2 = % (/H-%)
2 7\
ol olud® do (7) +omdl = R —
Yot
z ] —/ /Z//\)’OL
4“‘”‘\O{:(YL i\J L _(A+Zd°3'\) ) O(/uo(a)
9%A f)?. Zp 9 %n*

____ Solution Ex-M2.14
1) ~ Systéeme étudié : obus sphérique assimilé & un point matérieM (m).
- Refelren;uel d'étude : le référentiel terrestre Ry supposé galileen lié au repere d'espace
(O & €&y, €).

" Le bilan des forces apphqueesI au pointM se réduit au p0|dsP m g = mg'j e, etala
force de frottement de l'air F = v.
" Application du P.F.D. au point M dansRy :

|
I ! ! dv I I dv I I
may=g, = P+F ) m — =mg "V ) — +_=v=g
E dt Ry dt Rg M
~ P m, . . . . | .
En dé nissant une constante temporelle — |, I'équation di érentielle sur* v devient :
!
dv ! t
— +lv=!g ) !v(t)=Aexp +!g
dt Ry

A est une constante vectorlelle d'intégration qu'on détermine grace u conditions initiale
(t=0):eneet, pwsque v(t=0)="vg,ona:

|
o=A+'g ) 'vio=lw ‘grex L +'g |s

~ Pour déterminer les composanteq vy (t); vz(t)) du vecteur vitesse, il sut de projeter ,1 :

. . t

en projetant selorllex, on obtient : Vg(t) = vpcos exp — 2

en projetant selorllq,, on obtient : vy(t)=0

en projetant seloﬁez, on obtient : V.(t)=(vosin + g)exp — g |,3

2) Les composantegx(t); y(t)) du vecteur position!OM peuvent s'obtenir :
(a) en intégrant ,2 et,3 par rapport au temps puis en appliquant les conditions initiales C.1.)
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(b) en intégrant directement I'équation vectorielle ,1, en appliquant les Cl, puis en projetant
selonOx et Oz.

Cette derniére méthode a l'avantage de ne passer que par un sealaul de primitive. Ainsi, une
primitive vectorielle de ,1 est :

!OM(t)= !(vo !g)exp t + !g:t+!B
Or, lesC.l. imposent : !OM (t=0) ! 0= !(vo ! g)+! B , ! B = !(vo ! g)
Soit : !OM(t)= !(vo ! g) exp t 1+ gt
en projetant selorllex, on obtient : x(t)= vgcos exp t 1 4
en projetant selo'nez,on obtient : z(t) = (vosin + g) exp t 1 git |5

3) " La eche F (Xxg; zr) de la trajectoire est obtenue au moment ou la vitesse s'annule selon
te

!ez,soit lorsque : v, (tg)=01!° (vosin + g)exp — = g
t vosSin  + Vo sin
, exp *F:ig. 6, tp= In 22—~ = 9 = jp 1+ 00 7
g + vpsin g
" En reportant ,6 dans,s4 et,s5, on obtient les coordonnées de la éche
6 g
4 Xg = X(tg) = Vo COS _
F = X(tg) 0 g+ Vosin
2 -
. v §sin(2
Soit ;| xg = 0 (.) AN:\X,:=37;7m
2(g+ vpsin )
65,7 _ _ . o] 2 Vo Sin
5 ! Zg = z(tg) = vosin  + _— In 1+
F=2(te) (Vo g9) g+ vosin g
: . Vo Sin
Soit:| zg = vgsin 2gin 1+ -2 AN:\ zr =20;1m

~ Rque : On constate que l'abscisseg et l'altitude zg de la éche sont plus petites que dans
le cas ou il n'y a pas de frottement (cf. AN deEx-M2.13) : cela est bien cohérent avec l'action
d'une force de frottement ...

4) " Lorsquet! +1 ,alorsx(t)! vopcos .Ce comportement correspond a l'existence d'une
asymptote verticale .
AN | xq = vpcos =212;1m |

5) Il sut de reprendre ,1 pour constater que lorsquet ! 1 ,alorsI YR g:

’!vlz'g:gez‘ AN:| v; = g=98;1mss !

6) Sur un dessin de trajectoire qui se limite aux altitudes positives :

(a) on retrouve une éche plus basse que dans le cas du tir balistiqueuss frottement,

(b) mais on ne percoit pas l'asymptote verticale car celle-ci est attate pour une positionx; =
212 1 m bien supérieure a la portéeD de la trajectoire (D ' 70 m).
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travail,energie potentielle,energie ciretique eten  ergie necanique

EX-M3.1 | Chute verticale avec frottement :

Une masse ponctuellen = 200 g est lancée vers le haut depuis le poind avec une vitesse initiale
va =10 m:s L.

En supposant la force de frottement verticale, d'intensité constate f = 0;50 N, calculer (sans
calculatrice) :

1) La hauteur h = AB dont elle est montée

2) sa vitessev,‘i guand elle repasse par le point de lancement.

q_
Données : On oriente la verticale Oz vers le haut.g = 10 m:s 2 et % 0;77.
Rép : Corrigé complet sur le Blog r
Vﬁ 0 mg f 1
|Blog | 1) h=2zg zpa= ——=———=4;0m; 2) Vi = Va 7. 7ms "
B f mg + f
2 g+ o

IEx-M3.2 | Vitesse d'un pendule

On accroche une bille de massm = 200 g au bout d'un | de masse négligeable et de longueur
=1 m.

On lache la bille avec une vitesse nulle dans une position initiale faisant unngle ¢ =15 avec

la verticale.

1) Quelle est la vitessevy, lors de son passage par la position verticale ?

2) Etablir par deux méthodes puis calculer la période de ce pendule en sogant que le mouve-
ment véri e I'nypothése des petites oscillations.

Rép: 1) vy =0;82m:s 1;2) Tp=2;0s.

|ExX-M3.3 | Vitesse minimale

Un point matériel M soumis a la pesanteur et a une force de frottement uide opposée a la
vitesse est lancé avec une vitesse initiale inclinée d'un angleavec le plan horizontal.

En appliquant seulement le théoréme de la puissance cinétique (et ssmucun calcul de trajec-
toire), montrez que la vitesse (en norme) est minimalepres le sommet de la trajectoire.

|Ex-M3.4 | Frottement uide
Un véhicule assimilé a un point matérielM , est en mouvement
circulaire (rayon r) uniforme (vitesse de normev).ILa force de

frottement uide agissant sur le véhicule est du type : f = 'y,

I Déterminer le travail W de cette force lorsque le véhicule part
de A et arrive en B aprésn tours complets. Commenter le résultat
obtenu.

1
Rép: W= v2r n+E

|Ex-M3.5 I Glissement d'un solide sur un plan inclire
Résoudre l'exerciceEx-M2.9 par un raisonnement énergétique.
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|Ex-M3.6 | Forceelastique / stabilie d'unequilibre

Soit un référentiel galiléenR ¢ de repére(O", eXI ey", €;).
Une perle quasi ponctuelld?, de masseéV est astreinte

a se déplacer sans frottements le long d'un demi-cercle
de rayona. Le point P est attaché a un ressort k, lp)
dont l'autre extrémité est xée en O° (0O0° = a). le
point P est repéré par I'angle = ( Ox; OP).

!
1) a) Exprimer O% en fonction dea et dans la base

polaire. En déduire I‘qxpression du moduleD%P.

b) exprimer la tension T du ressort en fonction dea,

k, Ip et dans la base polaire.

2) a) Comment s'exprime la vitesse deP dans Rq

dans la base polaire ?

b) On note F la résultante des forces exercées sit. Donner I'expression de la puissance de
cette résultante dansR ¢ en fonction de et —

En déduire I'énergie potentielleE, (a une constante pres) dont dérive la résultante.

Mg 1= P3 2 M9
k etlp= 3 a k

: . R 2
3) a) On suppose les relations suivantes entre les paramétrea =

I Quelles sont les positions d'équilibre ; et , pour positif ?
b) Etudier la stabilit¢ des équilibres obtenus.
¢) Quelle est la périodeT des petites oscillations deP autour de la position d'équilibre stable ?

_ dE
Rép : 3.a) E,= Mga cos 2'03003E et chercher ctelque — (&) =0;

d
- 2 .
3.c) Poser = o+ etmontrerque vérie «+!12 =0 avec! = ?,smt: ()= mcos(t+")
r_

a
avecT =4 —.

g
|ExX-M3.7 | Force de gravitation et tunnel terrestre
On démontre que pour tout point M de massem situé a I'in- /\ B
térieur de la Terre, a la distancer du centre O de la terre, I'at- %

traction terrestre est une force agissant en ce poinM dirigée
vers le centre de la Terre et de valeur :

! n
F = mgoﬁ'er

ol R est le rayon de la Terre etr = OM. (R = 6;4:10° m et

go =10 m:s 2)

1) Quelle est I'énergie potentielle deM (en supposant queE, =0 pourr =0)?

2) On considéere un tunnel rectiligneAB, d'axe (Hx) ne passant pas parO et traversant la
Terre. On note d la distance OH du tunnel au centre de la Terre.

Un véhicule assimilé a un point matérielM de massem glisse sans frottement dans le tunnel. Il
part du point A de la surface terrestre sans vitesse initiale.

I Quelle est sa vitesse maximale,, au cours du mouvement?A.N. avecd = 5:10° m.

I Exprimer HM = x en fonction du tempst par une méthode énergétique. Retrouver l'expres-
sion devp,.

3) Représenter et commenter le graphe dEp(x) ; Ep(x) étant I'énergie potentielle de gravitation
de M . Décrire le mouvement deM sa partir de sa position initiale en A.

1 o2 S
Rép: 1) Ep= 5%rZ;Z) Vm= @ R 5 =5:10 m:s letx(t)= IOR2 d? cos( ot)
r
1
avec! o = %; E, = é%(d2+ x2) = ax?+ bet Ep = Cte = Eymax = Ep(A) = Ep(B) ou
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encoreEy = Cte = Exmax + Epmin = Em(H). Oscillations périodiques de périodd = |20'
|EX-M3.8 | Planeur :

Un planeur et son pilote (masse totalem = 310 kg) volent & vitesse constante Yo = 110 km:h 1)

en air calme.

1) Calculer le travail Wy des forces de frottements lorsque le planeur descend @200 m

d'altitude a 700m.

2) La nesse du planeur est de 38 (la nesse est le nombre de kilométre(sapcouru(s) horizon-
talement pour une perte d'altitude de 1 km en air calme).! Calculer l'intensité de la force de
frottements f .

On exposera clairement les hypotheses faites et les raisons de ledn®ix.

3) Dans une pompe (courant ascendant qui permet au planeur delpendre de l'altitude),

le planeur monte de700 m a 2200m d'altitude. ! En supposant queW (f ) = Wp, estimer le
travail W, fourni par les forces des courants ascendants au systéme {pkur+pilote}.

|Blog | Rép : Corrigé complet sur le Blog) Wo= 4,610°J;2) f 80N ;3) W= 2W,
9,1:10° J.

|Ex-M3.9 | Toboggan

Un point matériel M se déplace sans frottements a
l'intérieur d'une goulttiére circulaire (toboggan terminé
par un cercle de rayona). Il est laché en A, d'une
hauteur h, sans vitesse initiale. On noteg l'intensité
du champ de pesanteur.

1) Exprimer en fonction dea, h, g et la norme vy
de la vitesse du pointM lorsqu'il est a l'intérieur du

demi-cercle. _ R _ o _ o _
2) De quelle hauteurhpi, doit on lacher le point matériel sans vitesse initiale erA pour qu'l

arrive jusqu'au point le plus haut du demi-cercle ( = ).

3) Dans ces conditions, donner I'expression de la réaction du supporugpoint | d'entrée du
demi-cercle ( =0).

4) Déterminer les limiteshy et h, telles que :

a) sih <h 1, le point M e ectue des oscillations.

b) si hy <h <h 5, M quitte la gouttiére et chute pour > < <

¢) sih>hy, le point M fait des tours complets (si le guide circulaire se poursuit).
Conseil : probleme unidimensionnel + question sur la vitess@ utiliser le Thm de I'Ex entre A

et M.

Rép: 1) vy = pZg(h al cos)); 2 hmn = 57&;3) N(I)=6mg; 4 h; = aet
5a

hz—hmin—?-

|Ex-M3.10 | Distance d'immobilisation d'une voiture sur autoroute

Une voiture roule sur une autoroute a la vitesse d&d = 130 km:h 1. On suppose qu'il y a des
frottements solides entre la voiture et la route. |

On rappelle qu'alors la reaction de la route se décompose en une corspote normaleRy et une

composante tangentielleRt de sens opposé a la vitesse et dont la norme vériBt = fRy en

notant f le c+ cient de frottement.

Il faut D%=500m pour que le véhicule s'immobilise lorsqu'on n'exerce aucune force deifypage.
1) Calculer la distance de freinageD si la vitesse initiale était devg = 110 km:h 1

2) Le résultat est-il modi é si la route fait un angle avec I'horizontale (la voiture montant ou

descendant la pente) ?

Rép: 1) D = % D%=360 m; 2) Le résultat est identique que la route soit horizontale

0
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ou non! (Faire un schéma du plan incliné, exprimeRy et Rt en fonction dem, g, etf avant
d'appliquer le Thm de I'Ey).

|Ex-M3.11 | Vitesse minimale (*)

Un solide ponctuel de massen est lancé enA sur
une piste horizontale prolongée par un demi-cercle
vertical de rayon R.

Ondonne :AB =1 m;R=1 m; m = 0;5Kkg;
g=9;81m:s 2.

1) Les frottements étant négligeables, calculer en
A la vitesse minimaleva. min que doit avoir la masse

pour gqu'elle atteigne le point C.
2) Méme question lorsque les frottements entre I'objet et la piste sonassimilables & une force

constante de normef =1 N.
Rép: 1) VA Vamin @V€CVamin = BgR' 7;1m:s ! (Bien entenplu, c'était la vitesse deM

A

. . . 2f
au point | dans la question3) de l'exerciceEx-M3.9); 2) vamin = 5gR+ H(AB +R )’
82m:s 1.

|Ex-M3.12 | Oscillations dans un tube en U (**)

Dans un tube en U de section constante, on place un liquide de
masse volumique occupant une longueur totaleL. -
Q : Montrer que si on écarte le liquide de sa position d'équilibre

et gqu'ensuite on le laisse évoluer librement, sans aucun phénomeéne
dissipatif, le liquide e ectuera des oscillations sinusoidales de

: 2
pulsation ! = fg

DL n°6 { Mouvement d'un particule en contact
avec une cuvette parabolique (*) CCP 1999

On désire étudier les mouvements possibles d'un

point matériel M, de massem, sous l'action du (P)
champ de pesanteur g, a l'intérieur d'une cavité -
xe que l'on suppose solidaire d'un référentiel ter-

restre R supposé galiléen lié au repére cartésien

(O; e5<' ey, €;). La surface extérieure de cette cavité

est un paraboloide de révolutionP, d'axe vertical

ascendantOz, dont I'équation en coordonnées cylin- g
driques(;"z )est 2 az=0 aveca> 0.
Cette surface étant parfaitement lisse, le point ma- Yy

tériel M glisse sans frottement surP.

Compte tenu de la symétrie du probléme, on utilisera X
les coordonnées cylindriques di ,

la base de projection étant celle des vecteurs de la base cylindriqua:h:le!(e ' e ' €).

1) Vitesse et accélération de la particule

1l.a) Exprimer la vitesse!szR du point M par rapport a R dans la base cylindrique.

1.b) En déduire I'expression de l'accélératioray-g sous la forme !aMzR —ade+ae + a!zez.
_1d(*)

C o dt
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lc) La reactlon R exercée parP sur M est contenue dans le plarOHP dé ni par les vecteurs
de baste ete .

! appliquer le P.F.D. au point M dansR.

I par projection de I'équation vectorielle obtenue sur la direction ortltogonale au planOHP
(direction du vecteur e ), montrer que : 2'_= cte, cette constante du mouvement étant notée
C.

2) Energie

2.a) Quelle est, en fonction des coordonnées et de leur dérivées, I'exggimn de I'énergie cinétique
Ex de la particule M dansR ?

2.b) Justi er I'existence d'une énergie potentielleE, dont dérivent les forces extérieures agissant
surM.

Exprimer E, en fonction de en supposant queEy(0) = 0

2.c) Que peut-on dire de I'énergie mécanique dil ?

3) Discussion générale du mouvement
3.a) Déduire de ce qui précéde une équation du premier ordre, a une $einconnue, de la forme :

1
2
ou G( ) est positif et sans dimension et olE, ( ) est une énergie potentielle dite e ective.
Expliciter G( ) et Eper ( ).
3.b Representer l'allure du grapheE,.e ( ) en considérant les domaines faible et élevé.
Montrer que Epef () passe par un minimum pour une valeur , de que l'on exprimera en
fonction de C, m, a et g, intensité du champ de pesanteur.
3.c) Discuter, a l'aide du graphe deEyef( ), la nature du mouvement deM . En déduire que
la trajectoire de M sur P est nécessairement tracée sur une région @ limitée par deux cercles
dé nis a l'aide des constantes du mouvement et des données du probie. On se contentera
d'indiquer quelle équation il conviendrait de résoudre pour détermineces deux cercles.

m_ZG( )+ Ep;ef( )= Em

4) Etude d'un mouvment particulier

Une petite perturbation écarte légerement la coordonnéesde la valeur r, pour laquelle Epef ( )
est minimale.

Montrer que = m oscille avec une période que l'on calculera dans le cas ogf =1 m et

a=2m. On rappelle queg=9;81m:s 1.
2

1
Rép: 2.8) Ex= ,m 2+ 22472 ;2b) Ey= % ?138) G()=1+4 et Eper( )=
1=4 2
mg , 1mC2 _ac? _ , 2 a . 4
— ; 3.b = — ;4) «+15 =0 T=—=2 —
a 2 ) m 29 ) 0 ) o 8g a2

Oscillateur harmonique en egime libre

|Ex-M4.1 | Oscillateur harmonique spatial

Une partlcyle M de massem decrlt la trajectowe elllpthue de demi axesa et b, de centreO et
I

d'équationOM = r = acos't & + bsin't e, avecey et e, base orthonormée attachée e®.

1) Montrer que la force F agissant surMI dérive d'une énergie potentielleE, a déterminer en

fonction dem, r et ! . Quel est le travail de F entre M; (OM1 = r;) et Mo (OM32 = r3)?

Ex(A)

Ex(B)

2) En't =0, M estenA;en!t = 5, M estenB. Calculer en fonction dea et b.

Véri er le théoréme de I'énergie cinétique entreA et B.

3) Veérier que I'énergie mécanique se conserve. Indiquer les positions dé ou Ex = E,.
. ! ! 1 !

Rép: 1) F= mi2r avetr = OM ; Ep= Sm! 212, Waa wm,(F)= Iml 2(r?  r3);

B(A)_ b? .. M
@) a D" T73
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|Ex-M4.2 | Ressort inclire

Soit un ressort de raideurk et de longueur a videlg, dont les
extrémités sont reliées a un point xe O d'un plan incliné et

a un point matériel M de massem.

Nous posonsOM = x et nous supposons qu'il n'existe pas

de frottements de glissement sur le plan incliné.

1) Déterminer xe a I'équilibre.

2) A partir de la position d'équilibre, M est déplacé deD X,
et relaché sans vitesse initiale. Exprimex en fonction det.

mg sin

Rép: 1) xe=lg+ %

;2) X(t)= xe+ Dcos! gt avec !g=

| Ex-M4.3 | Deux oscillateurs

Une massem est susceptible de se
déplacer sans frottements sur un axe
horizontal. Elle est soumise a l'ac- M(m)

X
tion de 2 ressorts de méme Iongueur***F\ﬂW%O&%W""’
a vide lp = 20 cm et de constantes Ky Ky
de raideur di érentes k1 et k». d

On donne :m =4 kg; ky =100 N:om 1; k, =300 N:m !etd=60 cm.

1) Déterminer les longueurs des 2 ressorts a I'équilibre.

2) On écarte la massem d'une distance ag a partir de sa position d'équilibre. Déterminer

I'équation di érentielle du mouvement en prenant la position d'équilibre comme origine des
abscisses. Calculer la périodes des oscillations. Donner I'expressian l@énergie mécanique de la
masse.

3) Les ressorts sont tendus le long d'un plan incliné de = 30 avec l'horizontale! Mémes

guestions.

+ +
Rép: I = (ke l|<(2)k|o kd =35cmetly,=d 11=25cm;2) X+ klmkzx =0 avec
r 1K2
m 1 (k1 ko)lg+ kod  mgsin
T=2 Em = Z(ki + kp)a3; 3) 11 = =34;
T et Em 2( 1 2)a5; 3) 1 Kik, 34:95cm et

lo=d |1=25;05cm; pour le reste, les résultats sont identiques a la situation précédes!

|Ex-M4.4 | Portrait de phase d'un oscillateur harmonique amorti
On considére le portrait de phase d'un oscillateur
amorti composé d'une massen = 500 g soumise a
une force de rappel élastique (ressort de raideuk)
et a une force de frottement uide * v (v étantla
vitesse de la massen et x est I'écart a la position
d'équilibre). L'étude est réalisée dans le référentiel
du laboratoire, supposé galiléen.
1) Déterminer la nature du régime de l'oscillateur.
2) Déterminer par lecture graphique :
la valeur initiale de la position xg;
la valeur nale de la position Xs ;
la pseudo-périodeT, ;
le décrément logarithmique.
3) En déduire le facteur de qualitéQ de l'oscillateur, sa période propréd o, la raideur k du ressort
et le c+ cient de frottement uide . Applications numériques pour ces quatre grandeurs.

x(t)

Rép: 2) =lIn X+ To)

: choisir la datet qui permet de déterminer a la foisx(t) et x(t + Tg),
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N

'10,628;3) Q= S+
dem, ! etdeQ.

; k s'exprime en fonction dem et de! o; s'exprime en fonction

Al

|EX-M4.5 | Oscillateur amorti

On considére un oscillateur harmonique amorti de pulsation propré ¢ = 100 rad:s ! et de
facteur de qualité Q = 10; la massem = 100 g de cet oscillateur est lachée avec un écart a la
position d'équilibre de xg = 10 cm sans vitesse initiale.

1) Calculer : a) la pseudo-période;b) le décrément logarithmique;c) I'amplitude des os-
cillations au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes gd) I'énergie mécanique initiale ;e) I'énergie
mécanique au bout de 2, 5 et 10 pseudo-périodes.

2) Déterminer le nombre de pseudo-périodes au bout desquelles I'amplite des oscillations est
divisées parl7.

Rép: la) T' 629ms;1b) ' 0;314;1.c) x»' 534cm,x5"' 2;08cm, x10' 0;43cm;
1d) En(t=0)=5 J;1le) En(t=2T)" 1,42, En(t=5T)"' 0;22J, En(t = 10T) '
0;01J;2) n=9.

|Ex-M4.6 | Sismographe

on considére un capteur d'amplitude constitué par un support et ue massem reliés par un
ressort et un amortisseur en parallele. | | |
L'amortisseur exerce emA :Fa = h th !VB) et le ressort exerce el : Tc = k(DC DgoCy).
Le support, le ressort et I'amortisseur sont de masse négligeable.

Le ressort a pour constante de raideuk et pour longueur a videlg (notée DCp).

On suppose que le support est solidaire du carter d'une machine animé'un mouvement sinu-
soidal vertical x; = bsin!t par rapport & un référentiel galiléenR ((Oxy) étant lié a Ry).

1) Déterminer I'équation que Vvéri e X (positionde la O <O
masse a l'équilibre dansR lorsque x; = 0). D B %
2) Ecrire I'équation di érentielle du mouvement de m
dansRy. k h .
Sion poseX = X X1 Xe, montrer que I'équation °
peut se mettre sous la forme : %ot c A

| X(O4- oL .G fa

X + 29X + 12X = Asinlt:

Q
Résoudre cette équation. (Rque : ceci est le principe * ¥ | |
du sismographe.) | carter !

|Ex-M4.7 | Syseme de deux oscillateurs coupés (*)
On considére le systéme suivant ou les rois ressorts sont
identiques et de constante de raideur&. Les positions

m m
des massesn sont repérées par leurs abscisses et x, ({00000 W §000008 0 I

a partir des positions d'équilibre O;1 et O,, positions 1 X
pour lesquelles les ressorts ne sont pas tendus (ils sont 0, Xy O, X5

alors au repos').

On suppose qu'on lache les masses aux absciszgg et Xon, sans vitesse initiale.

1) Ecrire les équations di érentielles du mouvement des deux masses.

k R . . . :
2) En posant!Z = o chercher a quelle condition portant sur! il est possible d'avoir des
solutions de la forme : x; = a; cos(t + ') et X2 = azcos(t +') ?
3) En déduire les deux pulsations propres possibles pour le systéme etiée la solution générale
du mouvement des deux masses.

4) Quelles sont les solutions<;(t)et xo(t) du probléme ? En déduire les conditions sukiy, et
X2m pour que les mouvements des deux masses soient harmoniques eatrité ces mouvements.
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Rép: 1) mx;+2kxy = kxp et mxa+2kxp = kxp;2) (213 12)2=18:3) | =lgo0u! = pé! 0;
¥ _ +

4)  xq(t) = Mcos@ ot) + Mcos 3l gt) et xo(t) = Mcos(! ot)

X1m

> m cosF 3l ot) Pour que les mouvements soient harmoniques, SOiKiym = Xom, SOit

Xim = Xo2m-

|Ex-M4.8 | Ressort vertical soumisa des forces de frottements uide ( *)

Une sphére de rayorr faible, animée d'une vitesSev et plongée dans un liquide de
c+ cient de viscosité  est soumise a une force de frottement qui a pour expression :
f= 6:mlv (loi de Stockes).

Unje telle sphére de masse volumigue est suspendue a un ressort de constante de
raideur k et de longueur a videlg.

La période des oscillations libres dans l'air esfy (on néglige le frottement et la M@ -
poussée d'Archimededans l'air). Si I'on plonge cette sphére dans un liquide de
masse volumique ¢ < , la pseudo-période des oscillations est (dans ce cas, on X

ne néglige ni le frottement ni la poussée d'Archimédeds au liquide sur la sphére).
1) Retrouver l'expression de la périodely en fonction des grandeurk, etr.

2) Lorsque la sphére est plongée dans le liquide, déterminer la longuews du ressort & I'équilibre.
3) On écarte la sphére de sa position a I'équilibre et on I'abandonne sans &#se initiale. Soitx
la longueur du ressort a la datet. Donner I'équation di érentielle véri ée par X, puis la simpli er
en posantX = X  Xe.

4) A quelle condition surk le régime est-il pseudo-sinusoidal ? En déduire alors la pseudo-juite
T;.

5) Montrer comment, a partir de la mesure deTy et de T, et sans connaitrek, on peut en
déduire le c+ cientrde viscosité  du liquide. Donner la dimension de .

<

; r3 4|‘3g 9 3k
: = - =g+ ——> : + + =0:
Rép: 1) To=4 3K 1 2) Xe=lo §k76)’3) X 2r2 x 4r 3 X =0;
4 8r 2 1 1
Y T=s—=xi% =35 713 712
3k 812 To  Ti
rd 442

|Ex-M4.9 | Oscillateur harmonique spatial isotrope (2)

Il s'agit d'une particule M de massem, elasthuement Ilee a un pomt xe O (origine d'un
reférentiel galiléenR g (O ex ey; ez)) par une forceF du type F = kOM k étant la constante
de raideur.

Le mouvement deM a lieu dans le plan(Oxy), avec les conditions initiales suivantes :

|
"OMg = x(!)ex et !vo: v(")ey

r__
: . k
1) On néglige tout frottement de type uide et on pose! g o

I Quelles sont les équations paramétriques de la trajectoire du poiritl ?

! En déduire I'équation cartésienne de cette trajectoire et représeer I'allure de cette trajectoire
en précisant le sens de parcours.

2) On ne néglige plus le frottement uide exercé sur le poir|1tl\/| au cours du' mouvement. A
présent, le point M est soumis a l'action des forces = kOM et f = *v, étantle
c+ cient de frottement. | |

On suppose toujours queEdDMg = X§ e ef Vo = V§ €y. ILe point M se déplace dans le plafOxy).
I Déterminer la loi de variation du vecteur position OM (t) dans le cas ou =2m! g

I Représenter l'allure de cette trajectoire en précisant le sens de maurs.
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