2008-2009 Exercices de Mécanique

DL n°7 — Comportement Routier d’une Automobile (*)
Concours EIA 1999 [ATS et TSI]

Modele simplifié de la suspension

La suspension d’une automobile est habituellement assurée
par quatre systemes identiques indépendants montés entre
le chassis du véhicule et chaque arbre de roue, et constitués automobile ~
chacun : ]
- d’un ressort métallique hélicoidal de constante de raideur
k et de longueur a vide Lo ; C i
- d’un amortisseur tubulaire & piston a huile fixé pa-
rallelement au ressort, exercant une force résistante de

k tj a

frottement visqueux de ceefficient d’amortissement a. I

On suppose que la masse M du chassis est également ¥4
répartie entre les quatre systémes. Donc une suspension
n’agit que sur le quart de la masse totale du chéssis.

Les pneus, de rayon extérieur R, sont considérés comme
entierement rigides et n’interviennent pas dans 1’étude.

Tous les déplacements verticaux seront comptés
algébriquement vers le haut (e, est le vecteur uni-

taire vertical).
1) Le véhicule étant immobile, sans freins, sur un sol horizontal, quelle est la longueur L. des

ressorts au repos et la garde au sol zy du véhicule correspondante ?

S
—_—

2) Lors d’un essai dynamique a vide, le chéssis est abaissé d’une hauteur h, puis brusquement
libéré sans vitesse initiale.
2.a) Etablir I’équation différentielle de la position verticale z(¢) du chassis par rapport au sol
sous la forme :

F+az+pfz=90 (F)

a, (et § étant des constantes que 'on exprimera en fonction de a, k, M et zg.
2.b) On usine 'amortisseur de maniére a obtenir un retour a la position d’équilibre final le plus
bref possible.
Quelle doit étre alors la valeur de « en fonction de 37
En déduire celle de a en fonction de M et k.
2.c) Déterminer alors I'expression complete de la solution z(t) en fonction de zg, h et wy =
k

24/ —.
M

2.d) Tracer avec soin le graphe z(t). (On prendra pour échelle zg = 1; h = =0

4w = 1).
3) On effectue de nouveau le méme essai (c’est-a-dire avec les mémes conditions initiales), mais
cette fois on fait un essai en charge nominale : le véhicule contient quatre masses identiques
m également réparties sur les quatre systémes {ressort-amortisseur}.

A cause de cette masse m au niveau de chaque suspension, la garde au sol n’est plus zy mais
z(- De méme la longueur correspondante du ressort n’est plus L. mais L.
3.a) Etablir la nouvelle équation différentielle vérifiée par z(t), et Décrire sous la forme :

P+d i+ 2=68 (E)

en exprimant les nouvelles constantes o/, 3’ et ¢ en fonction de a, k, M, m et z.
3.b) Montrer que, dans ces conditions, le véhicule oscille.
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3.c) Déterminer l'expression de la (pseudo-)période T des oscillations autour de la position
d’équilibre final en fonction de k, M et m.
3.d) On souhaite obtenir T' = % s pour M = 1000 kg et m = 100 kg. En déduire la valeur de

k puis de a.

Indications et réponses partielles : (résultats utilisables pour répondre aux questions suivantes)

Mg
1) L.=1Lo— —2.
) Le=Lo— "

a f ) 4

2d) —=—=—=—.-2. =vVkM. - 2. t) =2z9— h(1 - .
a) 0k Fw M b) a c) z(t) = zo — h(1 + wot) exp(—wot)
o o’ 4 ™ M+ 4m
3a) —=—= = .~3c) T== .—3.d) k=44100 N.m~!
s T 2 Vkm ) "
* Solution Ex-M4.9 » (2).5 la réaction B du support verticale (puis-
42 OM qu’il n’y a pas de frottements), et (3-4) aux
—

3 —_— a)O_OM O x Hoo x=0, p+ a)o y =0, forces de rappel ?1 et T'o qu’exercent les deux
2 ” ressorts en M.
_2+__y_2=1, o Le P.F.D. s’écrit :
A Xg 39) maM/R—P+R+T1+T2
trajectoire elliptique (Fig.1) ; @o e Projetons dans la base (€5, ¢y, €)
—

by .
Xty = X COSWpt, Yy = E)_o sinwgyt ,

d2 OM adOM o2 B P——mgez et R = Re; (avecR>0)
drz Tm dr 9 OM=0, T, = —kQ(ZQ —lo2)eg = —kz(AM AOMO)
f.}.%‘k.'_ Co(?) X = 0 SOlt T2 *k?QMoM == *k?gxex
i T1 = —kl(ll —lo1)(—ez) = —k1(BM — BOMO)
y+Fn_ y+co0y 0, A_ﬁ;n—) 4CDO"O Soit .le—klMoM:—klxex.
e Comme le mouvement de M est horizontal,
Xy = Xxg (1+apt) e %! Yy =gt e“”O‘ , il faut que la réaction du support compense le
. = = —
trajectoire de M en figure 2. poids (R + P = 0).
— - —
y Alors : m aM/R:Tl—i-TQ:—(kl—i-kQ)l'ex,
—_—
J — d?0M .=
avec (IM/R: W =T €.
ki+k
Dou: &+ —— LR x =0, soit : a:+w0:c—0
0 — On reconnalt I’équation différentielle d’un os-
cillateur harmonique.
Des oscillations sinusoidales ont lieu autour de
YA la positon d’équilibre stable x =0
. kyko
Vo avec une pulsation : wg =
€wg m
27 m
et une période : | Ty = — =27
P 0 wo ki + ko
e L’association des deux ressorts est équivalente
a un ressort unique de raideur k = ki + ko.
o 3) La solution générale de I’équation

différentielle est : z(t) = A coswot + B sinwyt.

. La vitesse de M est donc :

% Solution EX'M2:7 > ] T = — Awg sin wot + Bwg cos wyt

1,) ,et 2) Le systeme M est' soumis, dans le 1o deux conditions initiales (x(t =0) =z et
référentiel terrestre supposé galiléen : #(t = 0) = 0) conduisent & A = zq et B = 0.
(1) & son poids P =m7g,

D’ou : ‘ x(t) = zp coswopt ‘
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__ Solution DL n°7 — Comportement routier d’'une Automobile
1) A I’équilibre, la tension du ressort d’une des quatre suspensions compense le quart du poids
du chassis (le chassis n’est soumis a aucun frottement visqueux puisque la vitesse relative d’un
amortisseur est nulle a I’équilibre) :

_
P M
H:?+Z = selone, : Oz—k(Le—LO)—Tg (1)
) M M
Soit : Le:LO—Tkg et ZOZL6+R=LofT]j+R

2.a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique au quart du chassis associé a une
suspension :

_
M ., = P =
Z Qchassis/R = T+ Z + Ffrot
AVEC chassis/R = £ €2 (mouvement vertical), T' = —k(L — Lo) e; et Fpop = —a(ic — 2a) € =
—aZoe, = —a Ze,. Soit, en projection selon e, :
M M
—Zé:—ML—L@—Tf—aé(ﬂ
Soit, en faisant (2) — (1) : T i= —k(L—L.)—az=—k(z—2)) —az;dou:
4a 4k 4k
. . -5 (E _za A
EFtaz+ Pz (E) avec « i 16 i 2

2.b) Pour que le retour a la position d’équilibre soit le plus rapide possible, il faut qu’il corres-
ponde a un régime libre critique.

Le régime critique est obtenu lorsque le discriminant de I’équation caractéristique associé a
I’équation différentielle (E) est nul :

16 a? 4k
b=a’-43=0 < | a=28 <:>VC;:4M<:> a=vVEkM

2.c) Lasolution z(t) de (F) se décompose en une solution particuliere de I’équation avec second
membre (zp) et de la solution générale de ’équation homogene (2 (t)).

[Zr=a]

e L’équation caractéristique de (E) (72 +ar+ 3 = 0) admet, pour le régime critique, une racine

double :
N 7 U Ve

Alors, | zg(t) = (A + Bt) e 0!

o Ainsi : 2(t) = 2g(t) + 2p = (A + Bt) e %0t + z,.

Les constante d’intégration se déduisent des conditions initiales :
OZ(tZO):ZQ—h:A—i-ZQ = A= —h;
02(t=0)=0=—-Awg+ B = B = Awy = —hwy.

2(t) = 20 — h (1 + wot) e~“0*

2.d) z(t) =20 — h (1 +wot) e 0! = 2(t) = hwite ™t >0 = 2(t) = hwo (1 — wot) e 0t

gadripcsi@aol.com http ://pcsi-unautreregard.over-blog.com/ 25



Exercices de Mécanique 2008-2009

124
Ainsi, z(t) est une fonction croissante dont la courbe .
admet :
o une tangente horizontale en t = 0 (car 2(0) = 0), 0.87//
o un point d’inflexion M; pour Z(¢;) = 0, soit 2056
M (t :i z1 =z —2h> |
t\h=g a=n-"-) 041
o une asymptote horizontale d’équation z = zg
(retour a 1’équilibre). 02
0 05 1 15 2 25 3 35

3.a) La nouvelle équation traduisant ’équilibre du véhicule en charge nominale est :

0= —k(L, ~ L) - M

(en introduisant la nouvelle longueur & 1’équilibre L. du ressort correspondant & la nouvelle
garde au sol z, du chassis chargé par 4m).
Tandis que 1’équation du mouvement du chassis chargé selon e, devient :

M+ 4 M+ 4
ﬂéz_k@_%)_w_w- 2)
4 4
Soit, en faisant (2') — (1), avec L — L], = z — z{ :
4a 4k 4k
= ! - / :5/ E/ /:7 /:7 5/:7/
Fraitp (B avee o= g = i am M+ 4m 0

3.b) Le discriminant de 1’équation caractéristique associée a (E’) est (en se souvenant que

a:\/m!):

da )2 4k 164 — 16k (M + 4m) 64 km

A,: ,2—4,: _— - — 0
“ g <M—i—4m <

—4 =
M +4m (M + 4m)? (M + 4m)?

Ceci correspond a des racines complexes de I’équation caractéristiques, donc a une solution
pseudo-périodique de (E’), c’est-a-dire & une oscillation sinusoidale amortie exponentiellement.

3.c) Pour déterminer la pseudo-période, il faut déterminer la pseudo-pulsation qui est la partie
imaginaire commune aux deux racines 11,5 de I'’équation caractéristique :

T2 = — 9 ——Ej:jw
2 4vVEkm
=TV p
Soit : w T = M+ dm onc
T_EM+4m
2 Vkm
M+ 4
3.d) Onveuthﬁﬁ:—s, soit :
2 Vkm
M +4m)?
k:ium):MlOON.ml et donc : a=VEkM = 6600 kg.s~!
m
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