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EXERCICE 1 : LES NOMBRES HARSHAD
Corrigé proposé par 'académie de Limoges

On notera dans le corrigé s(n) la somme des chiffiee|'entier n.

l.a) 364 estdivisible par 3+ 6 +4 = 13.
b) 11 est le plus petit entier qui ne soit pas deshkzal.
2.a) 1000 par exemple.
b) 10"~ ' par exemple.
3.a) 110,111, 112 forment une liste de trois nombrasshiad consécutifs
b) 1010 ;1011 ; 1012 sont trois nombres Harshad consécutifs.
c) 10...010; 10...011; 10...012 sont trois nombres Harshad consécutifs (aveantuge 0 que
I'on veut).
4. a) A=30x31x 32 x 33 =982080. Sa somme de dsfést 27.
b) 98208030 = 98208000 + 30 est divisible par2(8830) = 27 + 3 = 30.
idem pour les trois suivants.
c) 98208...030 ; etc. forment une liste de quatre Harshad cani$g.
5.a) A=30x31x32x33x34=233390720 a pour sordmehiffres 27.
3339072030 ; 3339072031 ; 3339072032 ; 3339072@339072034 sont cing nombres de
Harshad consécutifs/
b) 333907D...030 ; etc. forment une liste de cinq Harshad corngécu
6.a) s(p+2)=s(p)—i—9+(i+1)+1=s(p)—-ahd s(p)ets(p+ 2) sont de parités différentes.
p et p + 2 sont tous les deux impairs, donc négasdivisibles par 2.
L'un de ces nombres a une somme de chiffres ghire,peut donc pas étre Harshad.
b) Les couples de terminaisons incompatibles sont :

09-11; 19-21; ..; 89-91.
Le plus grand « vide » possible est la série®D;;...; 09 ; 10 qui a une longueur 21.
Il existe donc au maximum 21 nombres Harshad cotige.

Remarque : le théoreme de Grundman ramene ce aamdtimum a 20 (démonstration plus
difficile).

Grundman a montré I'existence d’une telle liste2@eHarshad consécutifs ; les nombres de
cette liste ont 44 363 342 786 chiffres...



EXERCICE 2 BILLARD RECTANGULAIRE
Corrigé proposé par 'académie de F
1. La bille est placée initialement D, milieu de MN].

a. Sion vise un poinB du rail [PO] et que la bille atteinN, suivant les regles de la réflexion,

perpendiculaire 8HO] enB est la bissectrice de I’ang etconfondue avec la hauteur iss
deB dans le triangl&BN
Le triangle DBN est anc isocele € B, et la droite IN) est la médiatrice « [DN]

[DN :3—302150).

Il faut donc viser le poinB du segmentfQ] situé a 75 cm d® (DH = HN = BO).
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b. Quel point du rail PQ] faut-il viser pour que la bille atteigne en une bandailieu du rail
[NQ] ?
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Le pointE étant le point du re [PQ] visé, le pointF étant le milieu du re [NO] a atteindre, le
point G étant le point d’intersection de la médiatrice dgraen [NO] et du segme [DE], par
les arguments précédents, on ae fois :

GEFisocele erE etGK = KF.
Par ailleurs, dans le triani DEH, G appartient alDE], K est le milieu dg¢EH], et (GK)//(DH),
donc, par la réciproque du théoreme des mil DH = 2GK.

Enfin, EO=HN =KF = GK etDN = DH + HN, donc :EO:D—;\I:SO

Il faut donc viser le poinE du segmentf QO] situé a 50 cm de.

c. Quel point du rail INO] faut-il viser pour que la bille revienne a son pointdégart en troi
bandes (c’est-8ire aprés avoir touché exactement trois 1 ?

Il est asez aisé de deviner que la ligne brisée joighantrédi®ux des trois rails répond a
guestion, on viserait donc le milieu du IINQJ, puis de vérifier que cette trajectoire convi

On peut cependant montrer que c’est l'uniqgue smh (la démonstradn permettra ensuite «
répondre immédiatement a la question 2



Considérons une hypothétique trajectoire a troiglba dans laquelle la bille part D, touche les
railsen A O[NG, AO[OR, ALl PM puis revient em.

Schéma
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Les droites en #its tiretés sont des perpendiculaires aux

Par les régles de la réflexion, tous les anglea diém couple(a;ﬁ)(lsi < 6) sont de méme

mesure car leurs complémentaires sont de méme &
Mais aussi en targue couple d’angles aigus aux sommets d’'un méraedie rectangle, chaq

couples(a;g;l) 1<i< 3 est aussi un couple d’angles complémentaires. &t iest de mén
pour le couple(@; 51) .

Il s’ensuit les égalités : (1) 54 = a: =62=54 etz;1 =ﬁ=53=53.

Par ailleurs, en considérant les droites para (PO) et (MN), et la droite(DA;) sécante aMN)
enD, eta PO) enT, on aI'égalité des mesures des angles correspts 64 et 64 .

Et en considérant les droi (PO) et (A,A3), on a I'égalité des mesures des angles aux son
b, eth,.

En combinant avec les égalités (1), il v que 64 :6'2, c’est-adire qu’'on a une égalités d
mesures des angles correspondants relativemendite: (DA;) et (A,As) coupées par la
sécanteRO).

On en déduit que les cotés oppt [DA4] et [AAs] du quadrilaterdA;AA; sont jaralléles.

On montre de méme que les cotés opy [A1A;] et [AsD] sont paralleles.
La trajectoire fermée en trois ban D, A, A;, As forme donc un parallélogramr
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Le pointD étant le milieu d [MN], et les anglesa, et b, ont méme mesure, les triang|

rectangleDNA; et DMA; sont symétriques par rapport a la médiatrice di({MN], ce qui donne
I'égalité des longueudA; et DA;. Le parallélogrammBA;AA; est donc un losang



Les triangleDNA, et A;OA, étant rectangles et semblables 5@1: 61 et aA2 = 54 , comme aussi

leurs hypoténuses sont de méme longuDA; = Aj/A,, cbtés consécutifs du losal DAAAs, les
cOHtésNA,; et A;O sont de méme longue

On en conclut que le poir est nécessairement le milieu du r&lld], c’est le point qu'il fau
viser.
Les résultats précédents assurent que suivargdéssrde la réflexion, la bille retourneraD.

2. La construction de la trajectoire de la bille-dela d’un réond, conformément aux régles dt
réflexion peut se faire par symétrie axiale papoaipau rail heurt:

Ainsi, si la bille part d’'un poit D et heurte un rail eA, elle poursuit sarajectoire suivant la
demi-droite Ax’), symétrique de la der-droite [Ax), prolongement du segme[DA :

M N
En effet, suivant les lois de la réflexion, leslas a et 3, complémentaires respectifs des an

de méme mesuré et r, sont encore de méme mesure, tandis que les fB et \} sont de
méme mesure, par symét

En cas deabonds multiples, on peut, de la méme facon, ablantrajectoire compléte, ¢
multipliant les symétries a partir du prolongemettiligne de la trajectoire initia

Ceci permet de répondre aisément aux questionsllbaet 1.c. et plus encore . questions 2.a.
et 2.b.

a. On noteD la position initiale de la bille, U le point a atteindre.
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Sur la figure cidessus, ou I'on a placé les po U;, Uy, Uz, symétriques respectifs du pcU a
atteindre par rapport aux re [NOJ, [OP] et [PM], atteindre le pointJ en une bande sur l'un



ces rails, revient a atteindre l'un des symétrigU;, U, Uz par une trajectoire rectiligr
rencontrant le rail par rapport auquel le symétigst constru
Il'y a sur cet exemple trois fagons d’atteindrpdint U.

S'’il s'agit de savoir si I'on peut atteindre un pbuelconque du billard, on cherchera s'il
possible d’atteindre un symétriqgue quelconque parttajctoire rectiligne rencontrant rail par
rapport auquel est construit le symeétrit

Ou que soit situé le poii le long du rail MN], il est possible d’atteindre tout point situé
n'importe ou a l'intérieur des trois rectanglesufignt les symétriques de la surface de jeL
rapport & chacun des raiN@], [OP] et [PM], il est donc possible d’atteindre tout pcU de la
surface de jeu en une bande, et ce de trois fagmssbles toujour

On peut répondre en reprenant les résultats du(di.d’'on a cherché toutes les trajectoi
possibles —on reprend le résultat sn lequel la trajectoire est nécessairement
parallélogramme si I'on a < intuité» qu’il s'agissait au 1.b. d'un losange, ce n'eat possible)
Ci-dessous, un autre méthc

S'’il s’agit de revenir au point initial en trois tides, on cherchera deslutions en étudiant |
possibilité de trajectoires rectilignes traversmois symétriques de la surface jeu par rappt
des rails et atteignant I'image D par la composée de ces trois symétries.

Ci-dessous la facon de revenir en un [ D du rail MQ] en trois bandes avec rebond: A;, A,
etAs:

Ay

An3
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La méme construction est possible & partir de pourit D situé le long du re [MN], puisque le
parallélogrammeNN;MM; est inclus dans la surface de jeu et les troisasasf symétriques
considérer, et pour tout pa D du rail [MN], le point D3 construit comme é&dessus par
composition de trois symétries est tel le segment)D5] est inclus dans ce parallélogran :

3 Ny




EXERCICE 3S : LA SOMME DES CHIFFRES

1. (189; 324) appartienta E
car 189 < 324, 189 =921 est un multiple de 9 et [s(189§ 18 = 324.

2. a) Commeb est un multiple de %(b) est un multiple de 9 donc il existe un entieungitu tel
que s(bh=9u. On a alorsa=(s(t))2 =811 . Commeu? est un entiera est un multiple de 81.

b) Commeb s’écrit aveck chiffres, 106 <b<10'. De plus, s(b) <9kdonc a<81k* et

-1

commeb < a, on ab<81k?, d'ou 10" < 8%?, soit 10

2 <81.
-1
Soit la suite @) définie sulN* par u, = Py
+1
Pour tout entien=1, u,,, — u, =£2—g =21;.12(9n2 -2n- 1) :
(n+1)° n n“(n+1)

Commen=1, n*>ndonc9n’-2n-1> 7n- 1> 7- &> & (dou u,, —u,>0.
La suite (1)) est donc croissante.

De plusu, <8let u, :% =400> 8], donck <5. Ainsi k <4 puisquek est un entier.

Commea<8ilk’et k<4, on aa<81x #donca<1296.

3. Commeb=0etb<a, aest strictement positif.
D’aprés la question 2a=81u” et a<1296, doncu® <16d’ol u<4. Ce qui donne 4 valeurs
possibles poun: 1, 2, 3, 4.
- Pour u=1, on obtient:a=81, s(b)=9 et commeb<a, b{9,18,27,36,45,54,63,7.
On obtient les couples (81, 9), (81, 18), (81, 29}, 36), (81, 45), (81, 54), (81, 63), (81, 72)
qui conviennent tous.
- Pouru =2, on obtient :a=324, s(b) =18 et commeb< a, b[1{99,189,198,279,288,2H
On obtient les couples (324, 99), (324, 189), (3BA8), (324, 279), (324, 288), (324, 297) qui
conviennent tous.
- Pouru=3, on obtient :a=729, s(h) =27 et commeb<a, s(bh<7+9+9=2E il ny a
donc pas de solution.
- Pouru=4, on obtient :a=1296, s(b) =36 et commeb<a, s(b<1+9+9+ 9= 28 iln’y
a donc pas de solution.

Finalement les éléments de E sont les couples,: 98181, 18), (81, 27), (81, 36), (81, 45),
(81, 54), (81, 63), (81, 72), (324, 99), (324, 18@24, 198), (324, 279), (324, 288),
(324, 297).



EXERCICE 4S : DES TRIANGLES RECTANGLES DE PERIMETRE 1
(1 1) o {1}2 (1)2_1 1 25_( 5;2 1.1 5_
=, = | appartientaFcar=| +|=| ==+—=—=|—| et=+=+—=1.
3 4 3 4 9 16 144 \ 1 3 4 12
2 2 2

[l}) n'appartient paséchélFl——l:—7 et (lj +(_1) ¢(_7j )
46 4 6 12 \4 6 12

2 2 2
(E—lj appartientaFcetlr—E——lz—2 et (EJ :(}j +(_2j
30 6 30 6 5 30 6 5

2. a) Oui puisquéb eta sont les mesures de deux cbtés d’'un trianglengldale périmetre 1.
b) Si RST est un triangle rectangle en S de périnfetRRS + ST > RT donc 1 > 2 RT d'ou

RT<%. L’hypoténuse étant le plus grand c6té, les mesdes trois cotés sont d%@s%[

3. a)c=l-a-betc®=a’+b’donc(l-a-b)*=a’+ ¥ d'ou 1-2a— 2b- 2ab= Q.

Ainsi 1- 2a=2(1- a)o, d’oll 1728 _y, puisquea # 1
2(1-a)
b) c=1-a-b=1- a- 1~ 2a =-at 1 :
2(1-a) 2(1-a)

4, CommexD}O%{, onax>0, f(x)>0.

2 _ 2
g(x) =—x+ 1 X -+l a le méme signe quex® - 2x+ 1= {X—lj o1 donc
2(1-x) 2(1-x) 2 2

g(x) >0.
1-2x 1 2- X

- X+ = =
2(1-x) 2(1-x) 2(F x)

De plus,x+ f(X)+ g( ¥ = x+

o [ 1 Y_,  x 1 e @2d_
(9(%) _( X+2(1—x)j =X (1—x)+ 4(1- x¥ X+ 4(k x§ X+ 4(t X3

Doncx, f(X) etg(x) sont les mesures des trois c6tés d'un trianglangle.

X+( 1K)

Ainsi les couplegx, f(x)) et(x, g(X) appartiennent a F.

5. Il existe 4 couples d’ordonnéeappartenant & F si et seulementnsk y<% oum est le

minimum de la fonction représentée par l'arc derlbeueliant les points de coordonnées
(0;0,5) et (0,5; 0,5). Cette fonction est ladibon g.

— — 2 —
PourxD} 1[ g0=-1+_ Lt 12 Xy _—2¢+ &- 1

a le méme signe que le
21-xY  2(1- xY 2( x¥ 'gne qu

trindme —2x° + 4x- 1.

On en déduit le tableau de variationgisur I'intervalle}oé{. Le minimum est atteint pour

Xx=1- 1 etvautm=-1+ — —1+\/_2

7z A

Il existe 4 couples d’ordonnéeappartenant a F si et seulement/&i- 1< y <% :



EXERCICE 3A : UN CARRE TRONQUE

1. Si on partage le polygone @ncarrés de méme cot2 'un des B
carrés s'appuie sur le c6té [AB] et un autre suwdle [BC].
Ces deux carrés n'ont pas de partie en commun deric A

i

L’aire des carrés est donc inférieure ou égaleari
Comme l'aire du polygone est égale 63 com en déduit qua = 63.
La valeur minimale de est 63. Elle est obtenue avec des carrés dé 1cm

2. Enraisonnant de la méme fagon que précédemment) daduit que la largeur des rectangles
est inférieure ou égale a 1 cm et la longueur iefiée ou égale & 7 cm. L’aire de ces

o . R 63 .
rectangles est donc inférieure ou égale 4% € a alorsn 27 soirn=9.

La valeur minimale da est 9. Elle est obtenue avec des rectangles dertdtés mesurent
lcmet7cm.

3. Si le coté du triangle qui s’appuie sur le coté [ABesure plus d’'un centimétre celui qui
s'appuie sur le c6té [AC] mesure au plus un ceritigngét la hauteur correspondante mesure au
plus 7 cm donc son aire est au plus 3,5.cm
De méme si le c6té du triangle qui s’appuie sur][ABesure au plus 1 cm, la hauteur
correspondante mesure au plus 7 cm donc son aiae @dus 3,5 cf

Ona doncnz% soit n=>18.

La valeur minimale de est 18. Elle est obtenue avec des triangles rgletadont les cbtés de
I'angle droit mesurent 1 cm et 7 cm.

Voici 3 solutions donnant les valeurs minimalesde




EXERCICE 4A : AVEC DEDE...

1. a) Sur chaque dé, la somme des points des fagzaléat est égale a 14 donc la somme des
points des faces visibles est égale a 43.

b) Les faces visibles de chaque dé 2, 3, 4, Seut le dé supérieur.
Le produit est donc égal 126oit 1 728 000.

c) La somme maximale est 48 avec 6 sur la facerisupé.
d) Le produit maximal est 128 6 = 10 368 000.

2. 143 =14x10+ 3. lly adonc 10 dés et le nombre inscritiadiace supérieure est 3.

3. 135 =5x3x 3x 3: un déindique 5, trois dés indiquent 3 etaleses (s'il y en a) indiquent
éomme la somme des points est égale & 18 et 5 1B833+43 = 14, il y a quatre dés qui

indiquent 1.
Finalement, il y a 8 dés.




