Tangentes communes a deux paraboles

Niveau

Premiére S

Prérequis

Construction de représentations graphiques de fonctions a I'aide d'un logiciel de géométrie dynamique.
Création d’un point mobile sur une courbe.

Utilisation des outils de résolution de Maxima.

Pour plus de détails voir la grille de compétences jointe.

Objectifs

Modélisation d’une situation géométrique a I'aide d’un logiciel de géométrie dynamique.
Utilisation d’un logiciel de calcul formel pour résoudre un systéme d’équations non linéaires.

Organisation pratique

La situation géométrique est simple a modéliser avec un logiciel de géométrie dynamique (le travail est plus
facile a réaliser avec GeoGebra qu'avec Geoplan).

Cette modélisation permet de faire sentir la nécessité d'une recherche mathématique des solutions du
probléeme aprés en avoir conjecturé I'existence ; I'étude mathématique débouchant sur la résolution d'un
systeme d'équations a deux inconnues non linéaire et de degré 2, il est intéressant de pouvoir faire
intervenir un logiciel de calcul formel afin de s’affranchir du probléme de calcul.

Il est a noter qu’'une organisation bien pensée des calculs avec Maxima permet de résoudre la totalité du
probléme sans passer par I'étape de la représentation graphique (cf. fiche professeur).
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Fiche éleve

Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x)=x"-1 et g(x)=-x*+2x-3.
On appelle respectivement € et €4 leurs représentations graphiques dans un repére orthonormal
(0.1.7)

Le but du probléme est de déterminer les tangentes communes aux deux courbes €’s et €.

Partie A : Explorer la situation a I'aide d’un logiciel de géométrie dynamique

1.
2.

4.

Créer les courbes € et €.

Créer un point A sur la courbe €’ d’abscisse a (-5<a<5), puis la tangente 7 a la courbe €%
en ce point.

En faisant déplacer le point A, conjecturer le nombre de tangentes communes aux deux
courbes.

Déterminer les valeurs approchées a 0,01 pres de a correspondant aux tangentes trouvées.

Partie B ; Etude mathématique

1.
2.
3.

Déterminer I’égquation réduite de la tangente 7, a € au point A d’abscisse a.
Déterminer I’équation réduite de la tangente 7, a €4 au point B d’abscisse b.

Quel systeme doivent veérifier les nombres a et b pour que les droites 7, et 7}, soient
confondues ?

Partie C : Résolution du probléeme avec le logiciel Maxima

1.
2.

En utilisant Maxima, résoudre le systéme précédent.

Calculer les coordonnées des points A; et A, pour lesquels la tangente a € est aussi
tangente a €.

Calculer les coordonnées des points B; et B, de €y correspondant aux points A; et A, pour
lesquels les tangentes sont communes aux deux courbes.

Déterminer les équations des deux tangentes 7 et 7, passant respectivement par A; et A,.
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Fiche professeur

FigllI‘C Correction avec Maxima

L. On définir les fonerions f ot g
(i1} fix)r=x"2-1;
(Yo1) flzy=a"=1
(%12) glx) r=-x"242wx-3;

(%o2) g(r)m 2"+ 22 -3

- O détermine Uégquation réduite de la tangente & %y au point A d'abscisse a.
(%i28) taylor(f(x), x, a, 1);
(%028) 1 +a’+2a(r—a)+..

(%i26) rateimp(i);

{Vio286) 2ar—a’—1

Liéquation eéduite de la tangente Ty 4 % est y = 2ar a? 1L

- Oncdérermine Uégquarion réduire de la tangenre &%, an point B d'abscisse b
(%i27) vaylor(g(x}, x, b, 1);
{%027) “342h— b + (=2b4+2) (x—b)+ ...
(%i28) ratsimp(l);
(Y028) (2 2bjepb® 2

Lidquation rédnite de la tangente 1 & '6"!, sty = (2—24) r4+ b -3

1. Les deux droites Ty et T sont confondues si et seulement si leurs coeflicients directeurs sont
dganx et lenrs ordonnées i lorigine également ; on résout donc le svstéme.

(%129) solve([2¥a=2-2%b,-a~2-1=b~2-3],[a,b]l);

=3 _ 53 q /._ _
o _ o V3-1 . v3+1 _V3+1l ., W3-
(%029) la= 3 b= 3 l.[e= 3 b= 3 I
L , . V3—1
On trouve qu’il existe deux tangentes communes, 'une correspondant 4 a = —— et b=
V31 . R V3+1 V31
—5 et lautre correspondant & a = —g et b= -5

. On a les abscisses des points de contact entre les courbes et les tangentes communes, on

cherche leurs ordonnées,

(%130) f(-(eqrt(3)-11/2);

2

1—+3

(%030) A=V 1
4
(%131) ratsimp(%);
3
(%031) —\’7
; , /3-1 3
Un des points de € d'intersection de la courbe avee la tangente est A 7\T ; 7%
On cherche Vordonnée du second point sur €.
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(%4132) f((sqrt(3)+1)/2);

(%032)
(%i33) ratsimp(%);

V3

(%033) 5

L'autre point de € d'intersection de cette courbe avec une tangente est Ag ( 5 g

V3+1 \,'E)

5. On fait de méme avee les points de econtact des tangentes communes avee %y,

(%134) g((sqrt(3)+1)/2);

(Y034) 1 3-2

(%135) ratsimp(4);

(%035)

(%136) g(-(sqrt(3)-1)/2);

(%036) —V3-

(%i37) ratsimp (%) ;

(%037)

B3+1 V36
Les denx points d'interseetion des tangentes avee %, sont done By (\ D) ; Y 5 ot
B-1 V346
B, (-~ ;2 .
2 2

. D reste a caleuler les équations réduites des tangentes ; pour cela on remplace dans U'éguation
de Ty le nombre a par Uabscisse de Ay puis par Uabscisse de Aa.

(%139) subst(-(sqrt(3)-1)/2, a, %026);
(1-v3)°*

’ \ | iz -V

(%039) (1 — v 3) T
4
(%i41) expand(%);
— /3
(%oat) ~VBatot -2
V3

La tangente commune passant par A a done pour équation réduite :y = (1 v/3) z+5--2.

(%142) subst((sqrt(3)+1)/2, a, %o26);
= (vV8+1)°
(Y042) (\,‘3+1) e 2Ty

(%i43) expand (%) ;

39|

(Y%043) V3z 4w — 5 =2

V3
ED

La tangente commune passant par As a done pour équation réduite @ y = (l +v3) 2— —2.
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8. Enfin on peur vérifier qu'en remplagant b par les abscisses de By et de By dans léquation de

b, on trouve les mémes équations de droites.

(%i44) subst((sqrt(3)+1)/2, b, %028);

§ . - (v 3+ 1)

o7 L .
(%044) (1 y 3) s -3
(%4145) expand (%) ;

— 3
(%045) ~VBatat 5 -2
(i46) subst((-sqrt(3)+1)/2, b, %o28);
2

y = (1-3)°

o /= — 1
(%046) (\, 3+ 1) et 3
(4147) expand (%) ;
(%047) V3z+a— \'—7‘3 -2
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