Grand angle :proposition de solutions

1¢re solution : Géométrie et trigonométrie dans I'espace

e (BD)L(AC) et (DH)L(AC) : (AC) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (BDH) donc (AC)
est orthogonale au plan (BDH).

Or I, centre du carré ABCD, est le milieu de [BD] et de [AC].

Donc | appartient au plan (BDH) et a la droite (AC).

Par conséquent le plan (BDH) est le plan médiateur du segment [AC].

Comme M est un point de la diagonale [BH] , M appartient au plan (BDH) et M est équidistant des points
A et C. Donc le triangle AMC est isocéle en M

e Par conséquent I\ﬂ:%—%

o —

AMC est maximum si et seulement si I\WC\A est
minimum.

Or @e} O;g{ donc MCA est minimum si et

seulement si tan MCA est minimum car la fonction

tangente est strictement croissante sur :l 0 ;g |: .

Or, dans le triangle IMC rectangle en I, tan l@:%.

Comme IC :%AC , IC est une longueur constante [ c

tan MCA est minimum si et seulement si IM est minimale.

H

IM est minimale < M est le projeté
orthogonal de | sur [BH]

e Calculde AMC

BDH et BIM sont deux triangles semblables car ils ont deux angles égaux
. . .. Bl IM

Donc leurs cbtés sont proportionnels et on obtient : 50 - DH

a2

Or [BD] est la diagonale d’un carré de c6té a donc BD = a2 et BI ==




Comme DH =a d’apreés le théoreme de Pythagore dans le triangle BDH ona: BH :a\/§

a2 a2
———Xxa -
Donc IM = Bl x DH -2 =a 2 et tan MCAzﬁzi.
BH a5 28 2 B
2
Par conséquent MC\A:g=30° et N_VI\Czn—Zx%:%t:lZOO.

2¢me golution : GEométrie analytique et produit scalaire dans I’'espace

Dans le repére (B;ﬁ,ﬁ,ﬁ)

A(1,0;0); B(0;0;0);C(0;1,0) ; D(1;1,0); E(1;,0;1) ; F(0;0;1) et H(L;1;1)

Or M appartient au segment [BH]. 1l existe donc un réel k e [0;1] tel que BM =kBH .
D’ou les coordonnées de M : M(k;k;k)

MA.MC

MAx MC

Or, AM(k-1;k;k) et CM(k;k —1;k). on en déduit que :

MA.MC = AM.CM =k(k —1)+k(k —1) + k? = 3k? — 2k

MA.MC = MAx MC xcos AMC donc cos AMC =

cos AMIC — 3k? -2k _ 3k%-2k
Je=07 12 +k2), 12+ (k-7 +12) - 3K 2K+
3k* -2k

On pose pour ke[0;1f: f(K)=—————
PosEp (o] 709 3k? -2k +1

AMC est maximum si et seulement si cos AMC est minimum car la fonction cosinus est décroissante sur
[ 0;=]. On étudie donc les variations de la fonction f sur [0;1]
6k -2

f est dérivable en tant que fonction rationnelle définie sur [ 0;1 ] et f'(k)= 5 -
(3K -2k +1)

1
k 0 3 1
1 1
o N < 1
. 1 — 1
Donc f est minimum pour k=§ et cos AMC =5

Comme AMC est compris entre O et w alors AMC =2—,;= 120°



3eme golution : GEéométrie et trigonométrie dans I'espace

Comme le triangle AMC est isocéle en M et | est le milieu de [AC],
AMC est maximum si et seulementsi AMI est maximum.

Or m e} 0 ;% [ et la fonction sinus est strictement croissante sur } 0 ;g { donc

AMI est maximum si et seulement si sin AMI est maximum.
— Al AC a2
De plus sin AMI =—— et comme Al est constant, Al =——=——;
pius i AM 2 "2
sin A/I\ﬂ est maximum si et seulement si AM est minimum
si et seulement si M est le projeté orthogonal de A sur [BH]
(puisque M décrit le segment [BH]).

AMxBH av2xa a?y2

Aire de ABH = 5 =— >
donc AMzaﬁ
3
a2
o= Al o |3
PRE De plus, smAMI_AM_ 52
ai
3
Comme AMI e 0;E , AMI =2
2 3
et/ﬁ/l\czz—gzlzoo
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