CALCUL NUMERIQUE DES INTEGRALES

Christian BATUT

1. Introduction

L’objet de cette note est de faire un rapide tour d’horizon sur les problemes qui se
posent pour le calcul numérique des intégrales. Elle ne prétend pas étre un cours sur
ce vaste sujet, mais voudrait donner quelques pistes. Une petite bibliographie (cf. en
particulier [2],[3],[5]) & la fin permet de se faire une idée plus précise de la question.

1) premier probléme : calculer exactement 'intégrale des polynémes : construire des
regles de quadrature exactes sur les polynémes de degré au plus n.

2) deuxieéme probléme : utiliser ces résultats pour calculer les autres intégrales (inter-
polation des fonctions, extrapolation des limites, problemes de convergence, évaluation de
Ierreur).

L’interpolation polynomiale est un domaine classique tres intéressant: on y rencontre

- les formules de Taylor et Newton (opérateur delta),

- les polynomes de Lagrange, Hermite,

- les déterminants de Van der Monde,

- 'algorithme d’Aitken : évaluer les valeurs d’une fonction (et de ses dérivées) a partir
de valeurs connues en certains points,

- les polynomes de Bernoulli et la formule d’Euler-MacLaurin.

3) Le choix des points d’interpolation conduit aux méthodes de quadrature de Gauss
et a la théorie des polynomes orthogonaux.

4) L’extrapolation des résultats sur les polynémes conduit aux méthodes d’accélération
de la convergence : méthode de Romberg-Richardson, procédé d’Aitken.

5) Probleme des intégrales singuliéres ou fortement oscillantes, par exemple comment
calculer les intégrales de Fourier et Laplace, les coefficients de Fourier des fonctions périodi-
ques.

6) Peut on donner des algorithmes de quadrature (exemple, 'algorithme de Risch):
Calcul formel (Maple et autres systemes)

7) Le calcul des intégrales en dimension supérieure a 2.
Apres avoir évoqué la partie visible de I'iceberg, on se propose de préciser la méthode

de Romberg et celle de Gauss-Aitken qui sont en pratique celles qu’il faut connailtre en
licence de Mathématiques et en classes préparatoires.



2. Regles exactes sur les polynémes

On se ramene par changement de variable a U'intervalle [0, 1]. Notons II,, I'espace des
polynomes de degré inférieur ou égal a n. Une regle d’intégration est dite de degré n si
elle est exacte sur II,, et fausse pour au moins un élément de II,, ;.

f|—>/01f(:1:)dx

est une forme linéaire. Sur 1’ espace vectoriel Il,, de dimension finie n + 1, elle peut s’écrire
comme combinaison linéaire de n + 1 formes linéaires indépendantes.

La fonction

Interpolation d’Hermite : de facon générale, considérons un systeme de points
distincts {x1,z9, ..., %, } dans [0, 1] et des multiplicités ny,ng, ..., ny,.
Les n = ny + no, - - - + n,, formes linéaires

f|—>f(k)(:1:j) (1<j<m, 0<k<mny)
sont linéairement indépendantes. Il existe un unique polynome de degré < n tel que
PO (z;) =y (1<j<m, 0<k<ny)

et une regle d’intégration exacte pour les polynomes de degré inférieur a n:

/ =303 Z w® 0z,
0 st

On a ici n + m parametres w( ) et z;. On peut imposer certains d’entre eux, et on veut
que la regle soit de degré le plus élevé possible.

Si on choisit les z; on est conduit aux méthodes de Newton-Cotes (cas des points
équirépartis). Si on laisse le choix des z; ou d’une partie d’entre eux, on est conduit aux
méthodes de Gauss et associées (Radau, Lobatto...). Si on choisit les coefficients, on est
conduit aux regles de Tchebicheff (cas des coefficients égaux).

Les x; étant donnés, il y a des relations de dualité entre la recherche du polynome

(k).

d’interpolation P*)(z;) = (- ) et la recherche des n constantes w;"': celles ci sont obtenues

en écrivant

MiZZ/a:dx—zm:n]z: k1) (’“)<> (0 <i<n).

7=1 k=0

systéme linéaire de Cramer dont le déterminant est un Van der Monde généralisé. (on a
fait apparaitre des coefficients binomiaux).

Pour y voir plus clair, considérons simplement le cas particulier ou tous les n; valent
1:



Interpolation de Lagrange: en prenant les formes linéaires f — f(z;) ou les
z; (0 <j <mn)sont des points distincts dans [0, 1] on obtient la régle exacte sur II,,:

= ijf(ﬂﬂj)

Les w; sont obtenus en résolvant le systeme

1 1 e 1 Wo o

Zo T T Tn w1 M1
2 2 L 2

o Ty T Wz | = | H2
n n n

xo :E‘l v :L‘TL wn /_l/n

tandis que la recherche du polynome de Lagrange fait intervenir la matrice transposée.
Rem: dans le cas général, le déterminant de la matrice des systémes duaux (constituées
de m blocs

Vi(n,nj,x;) = ((;).’E;_k (0<i<m; 0<k<ny))

est égal a

I @i—ajmm

1<j<i<m

montrant existence et unicité des coefficients w).
Dans le cas particulier de Lagrange, les constantes w; peuvent s’écrire

1
r — I;
= Lix)dz  1(z) = d
w= [ @ e =T

i#]

les polynomes [; constituant la base duale de la famille de formes linéaires f — f(xz;);
I’expression générale est assez compliquée.

Les regles de Newton-Cotes sont les regles de degré n obtenues avec les points
équi-répartis z; = a + jh, h = (b —a)/n.

La classique formule d’Euler-MacLaurin fait partie de ces familles de regles d’intégra-
tion

[ swyan = FOTI0 57 Bt (v - i) 4 g,
k=1
1



formules donnant une regle exacte sur Ilz,41. Pour n entier positif, posons h = (b — a)/n.
On définit la somme des trapezes:

1= r@+ Y ra v )
k=1

Y\ Boph?*
(28)!

b
/ f(x)de =T, + (£ =V (a) — fFE=D (b)) + R,
a k=1
(b—a)®**3 | By,

[ Bnpl <

ol My, 2 est un majorant de f(??*2) sur I'intervalle d’intégration.
Les nombres de Bernoulli (voir un peu plus bas)

By =1/6, By = —1/30, B3 =1/42, B, = —1/30...

se majorent facilement. Dans l'utilisation de cette formule, un choix judicieux de n et p
s'impose! (La série d’Euler-MacLaurin n’est pas en général convergente).

Cette formule est bien adaptée aux regles composées (voir §4.), car elle ne demande
I’évaluation des dérivées qu’aux bornes de l'intervalle d’intégration. Donnons une preuve
formelle rapide valable pour les polynémes (toutes les sommes sont finies...):

/" ()

=P (a)

fla+1) = f(z)+ f(z) +

en notant D 'opérateur de dérivation et I I'opérateur identité.
Si F' est une primitive de f on a:

ol el —1
/ ft)dt =F(z+1) - F(z) = (P —F = o) I
eD -1 i . . . . , .
) est un opérateur inversible sur I'espace II,,. On introduit le développement en série
x 2 k
em_1:b0+b1x+b2x + bzt -

z+1
f(z) = / f(t)dt + b1 D(F(z + 1) — F(z)) + boD*(F(z + 1) — F(z)) + - - -

z+1
fz) = / f@)de +by(f(x+1) = f(2)) + bo(f'(w + 1) = f'()) + -

comme b; = —1/2 on obtient:

z+1
[ty de= 3@+ ot 1)+ ba(f @)~ £a+ 1) + balf ) = £+ 1) -



les coefficients by définissent les nombres de Bernoulli (by = —1/2, bagt1 = 0, bop =
Boy/(2k)! pour tout k& > 0).

Il faut signaler le bon comportement des fonctions périodiques (suffisamment dériv-

ables) pour certaines regles. La régle des trapezes T,,(f) pour 'intervalle [0, 27 est exacte

A . ’ . k: y . s .
sur les polynomes trigonométriques P(z) = > ;_" cre’®t. Pour une fonction 27 péri-

odique dont la série de Fourier f(x) =), ., cxe'*t converge absolument, on a 'égalité
f)=2m Z Crk -

On peut d’ailleurs remarquer que les termes correcteurs a la formule des trapezes dans la
formule d’Euler-MacLaurin sont nuls .

3. Intégration des fonctions quelconques :
interpolation polynomiale - évaluation du reste

Pour une fonction non polynéme, on construit un polynéme d’interpolation P dont
on calcule exactement l'intégrale comme précédemment. Le probleme est alors d’évaluer

I’erreur
/ f(z d:L'—/ P(x)dx

Citons la formule de Peano: Si E(P) = 0 pour tout P € II,, alors pour toute fonction
dans Cy,+1([a,b]), on a :

B = [ Fom oK
" _{ (x—t)" siz>t

1
=—E;[(z—-t)%], (x— =
n! [( Vil o + 0 six <t

Pour la plupart des régles usuelles, la fonction K () garde un signe constant sur [a, b]
et le reste peut s’écrire grace a la formule de la moyenne:

b
B(f) = £ () [ K0t pour wn ¢ € [a.b
De plus, en utilisant f(x) = z"*1 on obtient

B() = prgpid OB,

4. Convergence des regles. Regles composées

Il est bien connu que le fait d’augmenter le nombre de points d’interpolation n’améliore
pas la qualité de 'approximation de l'intégrale. Appelons “élémentaires” les regles précé-
dentes. On utilise des “régles composées” qui consistent a subdiviser I'intervalle en n sous
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intervalles égaux et a appliquer une regle élémentaire sur chacun d’eux; par exemple la
regle de Newton-Cotes a 3 points conduit a la regle de Simpson:

2k

| e = g (s0+ 430 1

n

) DE{CIRRIEt)

On montre facilement que lorsque p tend vers l'infini, la somme de droite converge
vers l'intégrale. Ici, 'erreur est (pour un intervalle [a, b])

(b—a)®

E(f)= 2880nt 4

ol My est un majorant de |f®! sur [a, b].

5. Méthodes de Gauss

On cherche une regle exacte sur Ily,,_; de la forme
A(f) = wif ()
k=1

pour lintégrale f: f(x)w(z)dz, ou w(z) est une fonction poids convenable définie sur
[a,b]. Le fait de séparer I'intégrand en un produit de 2 fonctions a de nombreux avantages
(calculs plus simples, traitement des singularités), intégrale sur des intervalles non bornés).
En écrivant

m
pi = A(x?) = Zwkx}f pour 0 < < 2m
k=1

on a un systeme de 2m équations et 2m inconnues wg, Tr. Si on introduit le polynome
pm(x) - (:L‘ - :L‘l)(:L‘ - :L‘Q) v (il? - :lj‘m) = xm —'— am_la',‘m_]' + . e ao,

on voit que
b .
(1) / ' (T)w(x) dx =0 pour 0 <7 <m

ce qui montre que les p,, sont les polynémes orthogonaux pour la mesure w(x)dz sur [a, b].

Le probleme est alors de calculer le polynome p,, et ses racines. On obtient alors
comme précédemment les w;. La théorie des polynomes orthogonaux donne des formules
et des récurrences pour les p,,; ils sont a racines réelles simples dans [a,b] (si w > 0) et
ces racines peuvent se calculer par la méthode de bissection. En introduisant la matrice
des moments p; = f: r'w(z) dz, on a un moyen simple de calculer les polynomes: les
coefficients ay,—1, Gpm—2,...,a0 sont solutions du systeme linéaire (1),

Pm—+i + CGm—1bm+i—1 + -+ aop; =0 pour 0 <i<m

6



cest adire MX =Y ou

Ho M1 e Hm—1
H1 H2 e Hm
M = . . .
Hm—1 Hm, T H2m—2

Y = _t(lu’ma/l'm—i—lv .. -a/ll2m—1)

Les coefficients w; (nombres de Christoffel) ont ici des propriétés particulieres, notamment
ils sont positifs (si w > 0) et peuvent s’écrire

b b
wj = / w(x)lj(z)de = / w(a:)ljz(x) dx
Le terme d’erreur devient

(2m) (¢ b
B = f@—m;?) [ etttz de

Notons que les méthodes de Gauss ont ’avantage de ne pas faire intervenir les ex-
trémités de l'intervalle d’intégration, ou il peut exister une singularité. Elles peuvent aussi
s’appliquer a des intervalles non bornés.

Les exemples classiques sont
- le poids 1 sur [—1,+1] (polynémes de Legendre),

- le poids \/11_7 sur [—1, +1] (polynémes de Tchebichev),

- le poids e~* sur [0,4+o00| (polynéomes de Laguerre),

- le poids e~ sur | — 0o, +00| (polynémes d’Hermite).

On utilise souvent la formule la plus simple suivante (de degré 3):

b h, a+b h a+b h
Lf($)d$=§(f( 5 _ﬁ)+f(7+2—\/§))

(Gauss et 2éme polynome de Legendre)

(h=">b-a)

Une généralisation de la méthode de Gauss consiste a fixer z, 41, Ty 42, ..., Tp, et laisser
indéterminées z1,...,x,. On a m + r parametres (m poids et r abscisses) & déterminer
pour une regle exacte sur Il,,,,_1. Les r autres abscisses sont encore les zéros de certains
polynémes. Les méthodes de Radau et Lobatto, par exemple consistent a fixer respec-
tivement l'origine et les 2 extrémités de l'intervalle d’intégration (régle exactes sur Iy, o

et HQm_g (Cf [5])
(k)

On peut aussi imposer certains coefficients w;': par exemple si on les prend tous
égaux, avec le poids 1 sur [—1,+1] on retrouve les zéros des polynomes de Tchebichev.
Mais il peut ne pas y avoir de points x; réels (ici le polynéme p,, est connu par ses sommes

de Newton Z;n:l ac;) Prendre tous les n; = 2 et wj(-l) = 0 redonne la quadrature de Gauss
ci-dessus.



6. Extrapolation - Méthode de Romberg

La formule d’Euler-MacLaurin montre que (si f est suffisamment dérivable) la suite
T,, possede un développement limité de la forme

Ty, = I +arh® + agh* + - - + a,h* + O(h**?)

La méthode de Romberg consiste a lui appliquer le procédé d’accélération de Richardson:
A partir des valeurs Ty, T, Ty ,---Tyj..., on extrapole la limite T, (on cherche la
valeur d’un polynome Z?:o ajh* en h = 0 & partir de certaines valeurs connues de ce
polynéme).
On forme une suite double T; ; en posant

To; = Th;

AT 11— Tioay
Tij= 41

On vérifie immédiatement que pour 7 — oo

Cette méthode tres classique ne doit étre appliquée qu’a des fonctions “bien ap-
prochable” par des polyndémes, en particulier suffisamment dérivables sur tout l'intervalle
d’intégration, bornes comprises. Par exemple elle ne donne aucune accélération pour
I'intégrale

/Olﬁdx.

La fonction /= n’est pas dérivable en 0. Cependant il existe un développement limité de
la forme:

T, =1+ a1h®? + ash® + ash®? + ash* + - - -
La méthode de Richardson s’applique alors, mais en remplacant le facteur 4 par 2v/2 a la

premiere ligne, et en multipliant ce facteur par v/2 au lieu de 4 & chaque ligne suivante.

De méme la fonction 84/z(1 — ) n’est pas dérivable en 0 et 1. Cependant il existe
un développement limité de la forme:

T =+ arth®? + azh®? + - 4 a,h? T2 4 O(RPF3/2)

et la méthode de Richardson s’applique, mais en remplacant le facteur 4 par 2v/2 a la
premiere ligne, et en multipliant ce facteur par 2 au lieu de 4 a chaque ligne suivante.

Notons d’ailleurs que la méthode de Simpson est équivalente a la méthode des Trapezes
sur ces deux exemples.



On donne en appendice I'exemple de 01 14+d§2. (Rem: ici le coefficient de h** est nul:

on peut appliquer la méthode avec le facteur 16 au lieu de 4 a partir de la 2eme ligne et 4
a la lere ligne).

La méthode de Romberg n’est pas toujours bien programmée: Il convient d’éviter
plusieurs écueils :

1) Pour calculer Ty ; = T5;, on utilise ;-1 et on n’évalue la fonction que sur 2J—1
points intermédiaires.

2) On peut travailler dans un tableau linéaire: il faut alors éviter de faire commencer
la suite T3 ; & I'indice 1, la suite T; ; a l'indice i (mais a j = 0).

3) On peut construire le tableau T, j par diagonales i+j=k successives. On a alors
un test d’arrét tout a fait admissible en pratique, qui est que la différence de 2 termes
consécutifs devient inférieur a la précision demandée €. (En fait si les dérivées successives
aux bornes de U'intervalle d’intégration sont trés grandes, ce test devient mauvais).

Il convient d’abord de calculer cette différence 9:

5= Tio1j+1—Tio1j
4t — 1

Tij=Ti-1j+1 +9

(cette maniére d’ajouter un “terme correcteur” au terme précédent est plus stable numé-
riquement que d’écrire la formule exacte pour T; ; et permet de tester 1'arrét).

Lorsque le terme T} o a été calculé et si la précision voulue n’est pas atteinte, on
commence une nouvelle diagonale ¢ + 7 = k + 1 on double le nombre de trapezes en
calculant la “somme des rectangles”

2k
Ry =nh Z f(z;)
j=1

ou les x; sont les 27 nouveaux points médians, puis

_ Ry —Tyo
2

d Tit1,0=Tgo+0

Tko+ Ry,

2 )

(Ici aussi on ne calcule pas directement Tj41,0 =

7. Quelques remarques sur le tableau de Romberg :

La premiere ligne (¢ = 1) du tableau T} ; est la méthode composée de Simpson, la
deuxieme ligne du tableau T ; est la méthode composée de Boole-Villarceau.

Les lignes suivantes ne sont plus des regles de Newton-Cotes; en fait la ligne 7T; ; est
une régle composée (dont les coefficients w sont positifs) & 2¢ + 1 points équirépartis et j
intervalles de degré de précision 2z + 1.

On peut d’ailleurs donner une justification de la méthode de Romberg qui ne fait pas
appel a la formule d’Euler-MacLaurin (cf [20]):

9



Considérons une regle

A(f) =) wif ()

exacte sur les polynomes de degré inférieur ou égal a q. Si g est un entier pair et si la regle
est symétrique, on voit facilement qu’elle est encore exacte sur les polynomes de degré
inférieur ou égal a ¢ + 1. On construit la régle composée Ay(f) en divisant U'intervalle en
deux sous intervalles égaux; plus précisément:

1 T+ a 1 r+0b
A =-A —A )
() = 2 AU+ LA EEY)
L’erreur sur le polynome z912 est
By(att?) = SEC £ GBI = 2y

et 1'on voit qu’on peut intégrer exactement 912 avec la regle

Ay = 2P Ad),

Le fait que les suites ¢ — T} ; convergent vers I est assez facile & démontrer. Par contre,
on ne sait pas dire grand chose de la vitesse de convergence. Dans le cas ou f est analytique
dans un domaine ouvert du plan complexe qui contient U'intervalle [a, b], on peut montrer
assez facilement que la convergence est “super-linéaire”, c’est a dire plus rapide que toute
progression géométrique. Pour prouver la convergence en colonnes, on exprime T; ; en
fonction de Tp j, To j+1,---,10,j+4: Les coefficients sont presque des coefficients binomiaux
“4-analogues” et on a une formule d’inversion qui permet de retrouver les suites en lignes
a partir des suites en colonnes. Voici les formules:

Tij=Toj + cinTogrr + -+ ciiTojpi

o AR(F1)/2
dy - di—g,
di = (4 —1)(4% = 1)--- (4" = 1)

n\ d,
k), Cdy - dn_g

rdTan = 3 (1) (-0 7u)

k=0

Ci,k = (—1)

n
4n(n+1)/2T0’n _ Z4(nfk)(g7kfl) (’Z) (dka,O)
k=0 4
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(Notons que toutes ces formules ne dépendent pas de l'indice de colonne j). La convergence
en colonne résulte alors d'un raisonnement de type Césaro et du fait que ¢; ; — 0 quand
i — oo (cf. [4], [5], [13]).

8. Accélération d’Aitken

Toute suite u; possédant une convergence linéaire vers une limite [ (c’est a dire s'il
existe une constante c telle que €; = cej_; oll ; = uj —[) peut étre accélérée par le procédé
d’Aitken: La résolution de 3 équations successives €; = ce;_1 aux 3 inconnues [, €; et c
donne la formule d’extrapolation d’Aitken:

2
(ujr2 — ujt1)
Ujt2 = 2Uj+1 + Uj

I =ujte —

qui permet de construire une nouvelle suite plus rapidement convergente. On peut alors
appliquer a nouveau le procédé.

En utilisant une regle de Gauss et en prenant pour u; la regle composée a 27 intervalles,
on obtient un moyen tres efficace pour calculer une intégrale. Par exemple on obtient 22
décimales correctes pour fol V& dx avec une régle de Gauss a 2 points sur 10 sous-intervalles
alors que 4096 trapezes ne donnent que 13 décimales (pour un méme nombre d’évaluations
de la fonction).

9. Intégrales singulieres

Voici quelques idées:

- - Ignorer les singularités peut réussir! (appliquer plusieurs méthodes).

- - Développer en série et intégrer terme a terme.

- - Soustraire la singularité et découper l'intégrale en une partie singuliere qui obéit
aux méthodes classiques et une singuliere ou I’on peut appliquer les regles d’approxiamtion.

- - Changer d’argument est une arme efficace.

- - Les méthodes de Gauss évitent les singularités.

- - Un développement asymptotique peut parfois étre employé.

10. Intégration en dimension supérieure a 2

De nombreux problemes nouveaux apparaissent:

- - 'augmentation de la quantités de calculs.

- - les nombreuses formes du domaine d’intégration.

- - la non indépendance des formes linéaires analogues aux f (k)(acj).

- - la non existence d’une théorie satisfaisante des polyndémes orthogonaux.

11. Algorithme d’intégration et systemes de calcul formel
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Ils se sont développés récemment, mais ne sont pas toujours efficaces. Par exemple les
systemes Aziom et MuPAD utilisent 1’algorithme de Risch et réussissent:

/ t+1 _ by (6t + 6)Vt3 + 1 +t% + 12 — 6t + 10
t—2vB+r1 3" 13— 6t + 12t — 8 '

MacSyma, Maple et Reduce échouent. Mathematica retourne une réponse compliquée lais-
sant croire que la primitive n’est pas élémentaire (cf [7], [15]).
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[12] Sur quelques formules d’intégration approchée par A. Warusfel RMS 82-83 p 294

[13] A propos de la méthode d’intégration de Romberg par A. Warusfel RMS 85-86
p186
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[14] L’intégrale par J.M. Arnaudies RMS 89-90 p 287

[15] Sommation et intégration formelle par D. Monasse RMS 93-94 p 241-247

[16] L’intégrale de Lebesgue en classe de Math. Spé. par R Antetomaso RMS 93-94
p 481

[17] Fubini simple et efficace par A. Warusfel RMS 93-94 p 529

[18] R.W. Hamming: A class or integration formulas AMM 78 (Mai 1971) p518

[19] G.M Philipps: Gregory method of numerical integration AMM 79 (Mars 1972) p
270-274

[20] T. von Petersdorff: A short proof for Romberg integration AMM Oct 1993 p 783
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13. Appendice: Regles usuelles

Rectangles :
k b h3
/af(x)dac:hf(a; ) E:ﬂf”(g) h=b—a
Trapezes :
h3
/f f0+f1) E:—ﬁf”(f) h=b—a
Simpson :
b h ho° h—
[ o= Lthrans ) B=—go  a=3
Boole/Villarceau :
/ f(z de"— 7f0+32f1+12f2+32f3+7f4)
b—a
_ 2" £(6) _
b= 945f & h==

Newton-Cotes 7 points :

b
/ f(z)de = i(41‘]('0 + 216 f1 + 27fy + 272f3 + 27 f4 + 216 f5 + 41 f5)

~ 140
9h° b—a
_ (8) _
E=- 1400f8(5) h= 6
Euler-MacLaurin :
b
[ rwyae= )+ Z PR (1) - £ )
B h2p-l—3B2 12 4(2p42) B
TjLQI;!f Pt (€) h=b-a
Autre regle de degré 5 :
h2 h3
[ 1 () + ) + 35 (' (@) = F'(0) + 705 (7" () + £(8)
(6) oy
100800f (&  h=b-a
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4d
Accélération de Romberg ( Richardson (4, 4) ) pour fol % =
T

Nombre de décimales correctes: (la lére ligne est la regle des trapezes T'(27)) :

1 2 3 3 4 4 ) 6 6 7 7
5 7 9 10 12 14 16 18 19 21 23
6 8 10 12 14 15 17 19 21 23

8 13 16 19 22 25 28 31 34

10 15 18 21 24 27 30 33

10 13 19 24 28 33 37 41

13 17 22 28 32 36 41

17 21 27 35 40 45

21 26 31 40 45

26 32 37 47

33 37 43
37 43
43
pre s . 1 4dz
Accélération de Richardson (16, 4) ) pour fo T2
T

1 1 2 3 3 4 4 ) 6 6 7 7
2 5t 7 9 10 12 14 16 18 19 21 23
4 7 11 14 17 20 23 26 29 32 35

7 10 15 21 25 29 33 37 42 46

10 14 19 27 33 38 44 49 o4

14 21 25 35 42 48 95 62

20 25 31 42 o1 99 67

25 31 39 50 62 71

31 39 48 99 74

39 48 99 69

48 29 69

09 69
69
4dx
Accélération d’Aitk .

ccélération itken pour N a2
1 1 2 3 3 4 4 5) 6 6 7 7
2 ) 7 9 11 13 15 16 18 20 22
8 9 14 17 20 23 26 29 32

11 17 20 26 30 34 39
20 24 30 37 43

27 36 43

43
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Différence entre intégrale et somme des Trapezes

1. Formule d’Euler MacLaurin

| @ = S0+ 1)+ 30 GE (100 - 13 w) + B,

B2p+2 (2p+2)
=T 1
R, (2p+2)!f (&) 0<¢é<

T 1 . B
2k 2k
—1- -
er — 1 2$+21: 2k)1"

b—a

n

n—1
Tnzh(%f0+;fk+%fn) =

b P thB2k
/ f(:[;) dr = T, + Z W (f(Zk—l)(a) _ f(zk—l)(b)) + Rn,p
a k=1 ’

(b—a)®"*> |Bypis

|Rn:p| < n2p+2 (2p_|_ 2)' 2p+2»

ou Maj,42 est un majorant de fr+2) sur Pintervalle d’intégration.
2. Formule de Gregory
Af(x) = f(z+h) - f(z)

!
J: iz ' iz

b P
/ f(x)de =T, — —hchH (Akfo + (—A)kfn_k) + Ry p
a k=1

oo

© . 11, 1., 19 ,
S — 14— — s B
log(1 + z) XO:C’“"E TR Tt Tt T

3. Coefficients de Newton-Cotes:

1 — . e .
s = 2 (5= (1 VGl =~ Y (D)
k=j k=n—j

oleg;=1si0<j<netey=¢e,=1/2.

1 4
Par exemple  wz o =wz2 =5, w21 = 5.

16



