L’INTEGRALE DE RIEMANN COMPLETE.
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Qui seme peu récolte peu.
Chrétien de Troyes
Le conte du Graal

Voici une présentation de 'intégrale de Riemann complete! (qui englobe & la fois
les intégrales de Riemann, Lebesgue et Newton, tout en restant tres élémentaire).
Mon opinion est qu’en expurgeant ce qui doit ’étre et en peaufinant ’aspect pé-
dagogique, on devrait pouvoir en tirer un cours de DEUG qui serait bénéfique a
nos étudiants — plus bénéfique que du “tout Riemann” en DEUG puis du “tout
Lebesgue” (tiré d’un chapeau de prestidigitateur) en Licence, plus bénéfique aussi
que du Lebesgue en DEUG : Lebesgue n’est naturel qu’aux yeux qui ont déja vu
une intégrale, et l'intégrale de Riemann classique prépare mal a Lebesgue ; I'inté-
grale de Riemann complete y prépare tres bien: tellement bien qu’elle introduit
la mesure de Lebesgue tout simplement et qu’on peut commencer un cours de
Licence en partant de cette mesure toute préte, plutot que de faire la construction
de force brute de Lebesgue, dont 'expérience montre que tous les étudiants la
zappent. Quant a l'intégrale des fonctions continues par morceaux, nos étudiants
Iont déja vue en terminale, et je pense qu’il ne faut pas les y cantonner — remettre
toujours a plus tard leur confrontation avec les idées un tant soit peu élaborées,
c’est leur faire un cadeau empoisonné ...

Je donne (au moins en esquisse) les preuves qui sont digérables au niveau DEUG.
Bien sur, dans un vrai cours tout ne peut pas étre démontré (les heures sont
comptées). Mais quand un résultat est énoncé en cours, il me parait important
que les étudiants qui voudraient voir et comprendre une preuve puissent le faire :
nous formons des scientifiques, pas des béni-oui-oui. L’inconvénient majeur d’une
présentation de I'intégrale de Lebesgue a ce niveau est qu’elle ne répond pas — ou
pas aussi bien — a ce critere. Une bonne chose serait de mettre a la disposition des
étudiants un polycopié contenant toutes les preuves (du moins toutes celles qui
sont digérables en DEUG), ce qui permet aussi de passer, en cours, sur les preuves
qui n’apportent pas d’idée vraiment intéressante (il suffirait de dire quelque chose
comme: “ceur d’entre vous qui veulent voir une preuve détaillée la trouveront dans
le polycopié”), et de passer plus de temps sur les idées formatrices.

L’avantage de 'intégrale de Riemann complete est que l'existence, les théoremes
de convergence, le lien avec le calcul numérique, le lien avec les primitives, tout

1. C’est lintégrale (ou “totale”) restreinte de Denjoy (1912), mais définie de fagon
completement élémentaire, selon les idées de Kurzweil (1957) et Henstock (1960). La véritable
renaissance que connait la théorie de 'intégration depuis les années 1980 est tout droit sortie
de ce courant d’idées.



cela se démontre en quelques lignes avec des techniques qui sont d’ores et déja
familieres aux étudiants de ce niveau.

(Seuls Fubini et le changement de variables en dimension > 2 doivent étre admis,
mais ¢a ¢’est commun a toutes les approches de l'intégrale a ce niveau.)

Une remarque pédagogique. Les étudiants visualisent beaucoup mieux ce qui se
passe avec des intervalles dans R qu’avec des pavés dans R?. Dans beaucoup de
cas, on pourrait donner en cours les preuves dans R, et se contenter de signaler
que les preuves dans R? sont les mémes & des complications notationnelles pres (il
faut quand méme en faire quelques -unes, bien sur, pour qu’ils voient ¢a). Faire
les preuves directement dans R me parait anti -pédagogique, en masquant les
difficultés réelles par des difficultés purement décoratives (des indices partout . ..
) Quant & P’étudiant qui veut une preuve de tout ce qu’on lui présente, il peut
la chercher lui meéme ou la demander a ses enseignants, et n’aura aucun mal a la
comprendre — surtout s’il [’a déja vue et comprise en dimension 1.

La présentation de l'intégrale de Riemann complete est si directe et si simple
qu'on peut dans une seule foulée donner la définition, prouver ’existence des
subdivisions fines, le critere de Cauchy, le théoreme d’anti- dérivation, et le théo-
reme de convergence monotone. La démonstration du théoreme de convergence
dominée est une application facile de ce dernier et peut faire un excellent ex. en
TD (le théoreme peut donc n’étre qu’énoncé en cours).

Autres ex. pour les TD: des ex. sur le cas particulier de 'intégrale de Riemann
(en vue du CAPES); des applications directes de la déf. de l'intégrale complete
sur quelques exemples (comme z — =2 — complétée par ce qu'on veut en 0 —
sur [0, 1], ou la caractéristique de Q N[0, 1]), ce qui permet de bien comprendre
la définition, et aussitot, comparaison avec ’application aux mémes cas des théo-
remes de convergence, pour montrer combien ils sont puissants. (Cf. les exercices
que je suggere ci-apres).

La relation de Chasles aussi peut n’étre qu’énoncée en cours et faire un excellent
ex. de TD. (La preuve n’est pas la méme que pour l'intégrale de Riemann.)

Il y a de quoi faire en TD des la premiere séance.

Enfin, pour ceux qui voudraient des références, je signale a la fin deux livres de
cours, niveau DEUG+-¢, dont les auteurs ont pris le parti de présenter directe-
ment l'intégrale de Riemann complete. Pour d’autres références (ou pour toute
question) n’hésitez pas me contacter. Vos réactions, remarques et suggestions
seront aussi tres bienvenues! ...



2 Définition(s)

Définition 2.1 1. Une subdivision pointée (s.p.) d’un intervalle I = [a, D]
(a < b) de R (resp. d’un pavé compact de R?) est un ensemble fini P =
{(x1, 1), ..., (zn, Ln)}, ou Iy,... I, sont des intervalles (resp. des pavés)
de I, dintérieurs disjoints deuz a deuz, dont la réunion est I, et ou Vi, x;
est un point de I;.

2. On note |I| la longueur d’un intervalle I (resp. le volume d’un pavé I) et,
pour un pavé, L(I) la longueur de son coté le plus long. (Pour un intervalle,

(1) =111.)

3. On appelle jauge sur une partie E de R ou de R? une application § : E —
R .
+

4. Etant donné une jauge § sur I, une s.p. {(z1,11),...,(zn, 1)} de I sera
dite 0-fine si pour tout i dans {1,...,n}, {(I;) < 6(x;).

On voit que la jauge controle la longueur des cotés des pavés de la subdivision —
d’olt son nom. Avant de continuer, il faut vérifier cette chose toute béte:

Proposition 2.1 Pour toute jauge 0, il existe des s.p. d-fines.

Preuve (dans R).

Les ouverts (Jz — 6(z),z + (5(x)[)$€[ayb]
recouvrement fini (Jz; — &(z;), z; + 6(xi)[)?:1, avec 0 < 11 < T < ... < T, < b,
minimal en ce sens qu’on ne peut plus en extraire un sous-recouvrement de [a, b].
On choisit ag = a, a; entre max{x; 1 — 0(x;41), 2;} et min{z; + 6(x;), z;41} (1 <
i <n-—1),eta, =0>. Les intervalles I; = [a; 1,a;] (1 < i < n), et les points x;
définissent une s.p. d-fine.

Maintenant, encore quelques définitions:

recouvrent I = [a,b], on extrait un sous-

Définition 2.2 Etant donné une fonction f sur I, a valeurs réelles, et une s.p.
P=A{(x,Lh),...,(zn, I,)} de I, on note:

S(f,P) = Zf(xz)|jz|

(“Somme de Riemann” de f relative a P).



Définition 2.3 Soit I un intervalle de R (ou un pavé de R?), compact.

1. Une fonction f: I — R est dite intégrable (au sens de Riemann complété)
sur 1 s’il existe un réel J tel que, pour tout € > 0, il existe une jauge
0: I — R, t.q. pour toute s.p. P 0-fine de I, on ait:

] =5S(f, P)] <« (1)

J est alors unique, on le note

/I F(t)dt = J.

(fab f(t)dt si I ={a,b]) et on Uappelle 'intégrale (de Riemann compléte) de
fosur I. (On définit aussi alors [' f(t)dt = — fabf(t)dt.)

2. Une jauge satisfaisant auz conditions ci-dessus sera dite e-adaptée a [ sur

I.

3. [ sera dite intégrable au sens de Riemann (“R- intégrable”) si elle est inté-
grable et qu’on peut prendre une jauge e-adaptée constante.

Remarque 2.1 La définition 2.3 et les résultats qui vont suivre resteront valables
sur un intervalle (ou un pavé) non borné, d condition de ne tenir compte que
des intervalles (ou pavés) bornés de la subdivision dans le calcul des sommes de
Riemann. Cela signifie que si I; n’est pas borné, on doit remplacer |I;| par 0 dans
le calcul de S(f, P) :

Définition 2.4 Notons encore |I| la longueur d’un intervalle (ou le volume d’un
pavé) I borné. Pour un intervalle (ou un pavé) I non borné, posons |I| = 0. De
méme notons ((I) = 0 pour un pavé non borné. Les notations |I| et (1) sont
donc définies pour tout intervalle (ou pavé) I borné ou non. On peut appeler
|I| la longueur efficace de I (ou le volume efficace de I, pour un pavé), et {(I)
la longueur efficace (dans tous les cas). Avec cette notion, on peut définir les
sommes de Riemann S(f,P) = Y. | f(z;)|;| d’une fonction f pour une s.p.
d’un intervalle (ou pavé) quelconque (borné ou non) de R (ou R?). En fait,
prolongeant au besoin f (par 0) a R (ou R?) tout entier, on pourra toujours se
ramener  des sommes de Riemann (et, donc, a des intégrales) sur R (ou R?).
La définition de l'intégrabilité est inchangée.



3 Premieres propriétés

L’existence de fonctions intégrables est évidente (les constantes). L’intégrale est
trivialement linéaire. Si f et ¢ sont intégrables et que |f| < g, on a Iinégalité
| fab fl < fab g (N.B. une telle fonction g peut ne pas exister: contrairement au cas
de Riemann, f intégrable n’implique pas | f| intégrable, comme on le verra?) ; par
conséquent l'intégrale est positive. La formule dite “d’invariance de la mesure
par translation” est trivialement vraie.

N.B. On a immédiatement la possibilité de faire en TD quelques ex. sur I'intégrale
de Riemann : une fonction R- intégrable est bornée, etc. Aussi peut-étre quelques
exemples de calcul numérique par les sommes de Riemann (méthodes des trapezes,
du milieu, de Simpson ... ), pour les fonctions R-intégrables. (Pour les autres, il
faut avoir des informations précises sur les jauges adaptées.) Aussi ce truc utile:
une fonction nulle sauf en un nombre fini de points est intégrable (et méme R-
intégrable) et son intégrale est nulle; conséquence: si f = g sauf en un nombre
fini de points et que f est intégrable, g I’est aussi et a la méme intégrale.

Avec la proposition 2.1, on peut vérifier que le critere de Cauchy s’applique
pour le type de convergence sous-jacent a la définition de 'intégrabilité, i.e.: si
Ve > 0, existe une jauge 0 t.q. pour toutes s.p. P, P’ -fines on ait |S(f, P') —
S(f,P)| < &, on a immédiatement (récurrence?®) I'existence d’une suite décrois-
sante de jauges 0, correspondant a la suite £, = 1/n, et une suite associée P,
de s.p. 0,-fines, et on vérifie que la suite (S(f, P"))n est de Cauchy, puis que
Vm > 1, et pour toute s.p. d,,-fine, l'inégalité (1) a lieu pour ¢ = 2/m. Donc f
est intégrable sur I.

Une premiere conséquence utile (et triviale) de ce critere de Cauchy est que
I’intégrale a la propriété de restriction (pour les pavés). En particulier, en
dimension 1, l'intégrale indéfinie est bien définie (!)

Pour montrer qu'une fonction continue f : I — R (I compact) est inté-
grable, il n'y a qu’a copier Cauchy: soit ¢ > 0; soit d une jauge t.q. Va, Vy,
ly —z| < d(z) = |f(y) — f(x)| < g; soient P = {(x1,11),..., (xn, 1)}, P =
{(@, 11), ..oy (75, 1},) }, deux s.p. d-fines, et soit P une s.p. P" = {(y;, [iN1});},

obtenue en piochant dans chaque I; NI} non vide un y;;. On a Vi, j t.q. ;NI # 0,

2. Il faut avoir a ’esprit I'idée que ’'intégrale compléte est un peu aux intégrales de Riemann
et Lebesgue ce que les séries convergentes sont aux séries absolument convergentes.

3. Et axiome du choix dépendant (comme déja dans Borel -Lebesgue, d’ailleurs), car la
récurrence ne peut prouver que l'existence de suites finies de longueur arbitraire .. .



|f(zi) = flyig)| < e et [f(yy) — f(z})] < e, et donc: |S(f, P') — S(f,P)| =
‘Zij(f(xi) — JEILNT < 32551 (@) = flyip) |+ [f (yiy) — F@G) )L NI <
2¢(b — a). Le critere de Cauchy conclut.

N.B. On remarque que la preuve de I'intégrabilité des fonctions continues est,
en un sens, plus simple que dans le cas riemannien: on n’a pas besoin d’utiliser
le théoreme de Heine — on a utilisé (Heine-) Borel- Lebesgue une fois pour toutes
en prouvant ’existence de s.p. d-fines. Mais pour le calcul numérique, on a besoin
de savoir que les fonctions continues sont Riemann -intégrables. Si on a fait ce
qui précede en cours, on peut bien faire ca en TD ...

Les fonctions monotones sont intégrables (sur / compact) : critere de Cau-
chy. (La encore, ezxercice (pour les TD, et en vue du CAPES): les fonctions
monotones sont aussi Riemann- intégrables.)

4 Intégrale et primitives (dimension 1)

Un autre résultat, qui montre a quel point I'intégrale complete est plus puissante
que l'intégrale de Riemann (et que celle de Lebesgue), est qu’elle contient 'inté-
grale de Newton, i.e. 'anti- dérivation. Le fait remarquable est que, comme pour
I’intégrabilité des fonctions continues, la démonstration n’est qu'un recopiage de
la démonstration classique de Cauchy. Et, ici encore, la preuve est plus simple que
pour l'intégrale de Riemann, et pour la méme raison : on n’a pas besoin de mino-
rer § en invoquant Heine- Borel- Lebesgue (le fameux point qui avait échappé a
Cauchy) : la définition de l'intégrabilité s’accommode treés bien des ¢ non mino-
rées par un nombre > 0 (elle est faite pour cela!), contrairement a la définition
de l'intégrale de Riemann.

Théoréme 4.1 Si f : [a,b] — R est continue sur I et dérivable sur |a,bl,
dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b, alors f' est intégrable et
fab f'(tydt = f(b) — f(a). (N.B. Nous verrons plus loin que [’hypothése de dé-
rivabilité a droite en a et a gauche en b peut étre supprimée sans que le résultat
cesse d’avoir lieu : cf. le corollaire du théoréme de Hake- Henstock, ci-dessous.)

Preuve.
Soit € > 0. Pour tout = € [a, b], il existe 6(x) > 0 tel que Vy, z € [a,b],siy <z < z
et z —y < 0(x), alors

f(2) = fy) = (z = y)f'(x)] < %



On a alors, pour toute s.p. d-fine,

9
S b_aZ(ai—ai_l) = £.

1=1

D’ou le résultat.

En appliquant ce qui précede sur [a, x], on voit que fax f'(t)dt est la primitive de
/' nulle en a. C’est un énoncé (unilatéral) du Théoreme Fondamental.

On déduit du théoreme que la formule d’intégration par parties est valable en
toute généralité, des que fg' ou f'g est intégrable (I'une des conditions impliquant
I’autre), et aussi que la formule de changement de variable* fab f(g(t)g'(t)dt =
fgg(g))) f(s)ds est vraie deés que g est dérivable et que f est une dérivée sur g ([a, b]).
(On a besoin de savoir que ¢ ([a, b]) est un intervalle, i.e. le th. des valeurs inter-
médiaires, et alors il suffit d’appliquer le TF & F o g et a f).

5 L’intégrale satisfait a la relation de Chasles.

(C’est une bonne occasion d’illustrer une nouvelle fois la souplesse de la notion de
jauge.

On suppose donc a < ¢ < bet f intégrable sur [a, c] et sur [, b]. Soit € > 0. Soient
d; une jauge e-adaptée sur [a, c] et d, une jauge e-adaptée sur [c, b].

Définissons une jauge comme suit: Pour = € [a,¢[ (resp. x €]¢,b]), on prend
d(x) < 61(x) assez petit pour que x + §(x) < ¢ (resp. d(x) < d2(x) assez petit
pour que x — §(x) > ¢), et on prend §(c) < min {d;(c),d2(c)} assez petit pour
que |¢ —d(c), ¢+ 6(c)[ soit inclus dans |a, b[.

Soit P = {(z1, K1), ..., (2, K,)} une s.p. de I, §-fine. Je dis que les (z;, K;N|[a, )
t.q. K;N[a,c] # () forment une s.p. P; de [a, c], i.e. z; € K;N[a, ] ssi K;N[a,c] # 0
(et que les (z;, K; N [c,b]) t.q. K;N e, b] # () forment une s.p. P, de [c, b]).

En effet, si z; € [a,c| (resp. si z; €]c,b]) on a K; C [a,z; + §(z;)][C [a, ] donc
K;N[e,b] =0 (resp. K;N[a,c] =0), et si z; = ¢, 2 est dans K; N [a, ] et dans
Ki N [C, b]

4. Cet énoncé ne passe pas bien en dimension > 2. Nous verrons plus loin un énoncé valable
en toute dimension — ce sera celui de Lebesgue, en fait.



Par construction, P; et P, sont J-fines, donc respectivement d;-fine et do-fine,
et on a immédiatement que S(f, P) = S(f, Pl) + S(f, P2), dotv: | [ f(t)dt +

[ F@)dt = S(f, P)| = | [ f(t)dt = S(f, Pr) + [ f(t)dt = S(f, Py)| < 2,
ce qui prouve que [ est intégrable sur I et que fab f(t)ydt = [T f(t)dt + fcb f(t)dt

Cette démonstration ne marcherait pas pour 'intégrale de Riemann, car méme
si 0; et 0y sont constantes, 0 ne I’est pas! Dans le cas de 'intégrale de Riemann,
la preuve est aussi facile (il suffit d’isoler la contribution de Iintervalle contenant
¢ si ¢ ne fait pas partie de la subdivision, et sinon c’est trivial). Mais quand on
passe en dimension n > 2 (“Si f est intégrable sur des pavés, en nombre fini,
elle est intégrable sur leur union et les intégrales s’ajoutent”), la preuve pour
I'intégrale de Riemann devient un peu laborieuse, tandis que la preuve ci-dessus
passe telle quelle.

Larelation de Chasles appliquée a I’intégrale indéfinie, fx+h dt—fag6 f(t)dt =

f;”h f(t)dt, montre (par un encadrement évident) que celle-ci est une primitive

de f si f est continue (donc toute fonction continue est une dérivée: Cauchy,
1823).

Elle montre encore que 'intégrale indéfinie est continue si f est bornée, car alors
|fx+h (t)dt| < M]|h| (en observant les sommes de Riemann): c’est le méme
argument que pour l'intégrale de Riemann (qui n’est capable de traiter que ce
cas: f bornée). Si f n’est pas bornée (nous verrons que cela arrive), son intégrale
indéfinie est quand méme continue. Pour le prouver, il nous faut un lemme évident
mais tres utile (c’est le leitmotiv de I'intégrale compléte) :

6 Lemme d’Henstock, et continuité de = — fx f.

Lemme 6.1 Soit I un intervalle de R (ou un pavé de R), f : I — R une
fonction intégrable sur I. Soient € > 0, et § une jauge £-adaptée a f sur I.
Soient enfin (K;)1<i<n des sous-intervalles (ou sous-pavés) de I d’intérieurs deuz
a deuzx disjoints, (x;)1<i<n des points choisis resp. dans les (K;)i<i<n, €t sup-
posons que Vi, ((K;) < 0(x;) (autrement dit les (z;, K;)1<i<n sont des sous-
intervalles pointés 0-fins de I : dit qu’ils forment une s.p. partielle d-fine de I).

Alors‘Z?zl( [ | K] — fK )‘ =
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Preuve (dans R). On prend > 0; on compléte la subdivision. Par exemple,
soient J; (1 < j < ¢) les composantes connexes de I \ U;K;. Dans chaque J;, on
choisit une jauge v; < 0 et une s.p. P; y;-fine de facon a avoir | ij f=S(f,P)| <
1. Les restrictions de 0 aux K; et les ; définissent une jauge ¢’ sur I, les (z;, K;)
et les P; définissent une s.p. P ¢'-fine, donc d-fine, de I, et

S @KL~ fi, £)] SIS P) = 5,8 P) = i F+ 55,0, 1 < =+ an,

et cela Vn > 0, d’ou le résultat.

Proposition 6.1 Pour toute f intégrable sur [a,b], Uintégrale indéfinie x — [ f
est continue sur |a, b].

Preuve Il s’agit de prouver que Vz, f;M f(t)dt tend vers 0 avec h. Soit € > 0.
Soit 0 une jauge e-adaptée a f. Prenons h t.q. |h| < §(x). Notons K le segment
joignant z a x+h. On a K Clx—0(z),z+4d(x)], et le lemme d’Henstock appliqué

a (x, K) montre que ‘ffhf — f(x)|h,|‘ < ¢, dou fxﬁhf < e+ |f(x)h|. Quitte

a diminuer encore |h| de fagon a ce que |f(z)h| < ¢, on aura f;”h f < 2e. Clest
tout.

Voici un résultat vraiment nouveau (par rapport au cas de l'intégrale de Riemann
non complete) :

7 Le théoreme de convergence monotone.

Théoréme 7.1 Soient I un pavé de R? (borné ou non), et f, : I — R (n >0),
f I — R des applications telles que :

1. toutes les f, sont intégrables sur I ;
2. la suite (f,) est monotone et converge (simplement) vers f sur I.

Alors [ est intégrable sur I ssi la suite des f[ fn converge, et dans ce cas f[ f=

Preuve Quitte & changer le signe, on se ramene au cas ou la suite (f,,) est crois-
sante. L'une des implications est évidente: si f est intégrable, la suite (croissante)
des [, f, est majorée par [, f, donc converge. Montrons la réciproque.

On suppose donc que la suite des fl fn converge vers une limite /. Soit € > 0. Il
existe un rang N & partir duquel 0 < ¢ — [, f, < e. Comme la suite (f,) converge
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(simplement) vers f, il existe pour tout = € I un rang M (x) (qu’on peut toujours
prendre > N) a partir duquel |f,(z) — f(z)| <e.

On veut en déduire que f est intégrable et que f[ f =1 i.e. qu'il existe une jauge
J telle que pour toute s.p. P de I, d-fine, |S(f, P) — £| soit majoré par un méme
nombre tendant vers 0 avec .

Soit donc P = {(z1,11),...,(xn, I,)} une s.p. P de I. On a:

‘S(fa P) - 4 < 2”: ‘f(@"z) — [y (w0) || 1)
=1

+ ‘ lz”; (fM(:I:i)(xi)|]i| - /1 fM(fBi)(t)dt> ‘ + ‘ 12";/1 Fargen (t)dt — €.

Des trois termes du second membre, le premier est majoré par ||, le dernier par
e car, puisque tous les M (x;) sont > N et inférieurs au plus grand d’entre eux
(disons p), on a:

osz—/lfuzé—Z_/hfusz—z/hfm)se—Z/thzﬁ—/lst»s,

et il ne reste donc plus qu’a majorer le deuxieme. C’est la qu’il va falloir trouver
une jauge adéquate.

Les M (z;) sont tous compris entre N et le plus grand d’entre eux, u. Dans la
somme a majorer, regroupons les termes correspondant a une méme valeur de
M (x;): notant, pour N < k < pu, o(k) 'ensemble (éventuellement vide) des
indices i t.q. M(z;) =k, on a:

‘Z< m(ao) (¥a) | il = /fot dt)‘_‘z
<3| & (seani - [ o)

S

(steainl - [ noar)

i€o(k)

(4)

Choisissons pour chaque k¥ € N une jauge d; qui soit 27%- adaptée & fi, et Vo € I
posons 6(x) = dpr(z)(x). (C'est cela qui ne marcherait pas pour l'intégrale de
Riemann: méme si les jauges d sont constantes, d ne I’est pas en général — sauf
§'il y a convergence uniforme, auquel cas on peut prendre M(x) = M Yz et dy



12

constante si les fy; sont Riemann-intégrables (sur I borné) — et aucune jauge
constante ne pourrait la remplacer dans ce qui suit®.)

Si P est d- fine, pour tout k de N a p t.q. o(k) # 0 la famille (2, [;)icok) est
0-fine et le lemme d’Henstock donne donc:

> (fk(mm— / fk(t)dt> <ot

i€o(k)

i n
‘Z (fM(a:i)(xi)|]i| —/ fM(xi)(t)dt) ‘ < Z 2k,
i=1 I; =N

Quitte a augmenter /N, on peut se ramener au cas ou VM > N, ny:N 27k < g,

Dans ces conditions, on a donc obtenu que § est £'- adaptée, avec ¢’ = (|I]| +2) ¢,
et que f est intégrable, avec |, ;[ = L. Cela acheve la preuve.

On voit que celle-ci est tres facile, aussi facile que les preuves faites dans le
cadre Lebesgue, avec cette différence intéressante qu’ici on n’a pas eu a construire
préalablement la mesure de Lebesgue, ni a en admettre ’existence — en fait on
n’a rien admis du tout! De plus, on a remarqué au passage que ¢a marcherait
pour le cas spécial de 'intégrale de Riemann (sur un compact) si la convergence
était uniforme.

Quelques exemples

1. La fonction # — 27!/ (complétée comme on veut en 0) est intégrable sur
[0,1]. En effet c’est la limite croissante de ses restrictions aux intervalles
[%, 1] (prolongées par 0 partout ailleurs), et la suite des intégrales de celles-
ci converge®.

5. C’est quand méme, au fond, un argument d’uniformité qui permet ici de conclure qu’on
peut intervertir limy et [ = limp: car ce qu’on est en train de montrer, en fait, c’est que la
convergence des sommes de Riemann des f;, quand P devient indéfiniment fine, est uniforme
par rapport & k. C’est d’ailleurs sous ce point de vue que McLeod [1] rédige la preuve.

6. Notez que l’assertion fol z™'2dz = lim. o f: #7Y/2dz est ici un théoréme, et non une
définition du premier membre: ce n’est pas une intégrale “impropre”. Nous verrons d’ailleurs
plus loin que c’est un fait général: dans la théorie de l'intégrale de Riemann complete, toutes
les intégrales sont “propres” (Théoréme de Hake- Henstock).
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2. La caractéristique des rationnels est intégrable sur [0,1] (par exemple),
car c’est la limite croissante des f,,(z) = lim,_, |cos [2rm!x]|", qui sont
elles-mémes intégrables (et d’intégrale nulle), vu que ¥m, f,, est non nulle
seulement aux points QLm, (0 <k <2ml).

8 Digression: exercices de visualisation

Pour se familiariser avec la notion de jauge, on peut s’amuser a vérifier direc-
tement a partir de la définition 2.3 que les fonctions ci-dessus sont intégrables.
Une fonction comme x — x~'/2 sur |0, 1] présente l'intérét d’étre parfaitement
visualisable. En fait, pour simplifier encore un peu, je vais prendre une variante :
Exercice 8.1 Montrer directement par la définition 2.3 que la fonction f définie
sur [0,1] par f(0) =0 et
1 1
Vn e N, Vz €]——, =], f(z) = n*/?
Vo €] S (@)
est intégrable sur [0, 1].
Pour une solution, cf. la démonstration du théoreme de Hake- Henstock, ci-
dessous. Idem pour I'exemple suivant (ou cette fois le théoreme de convergence
monotone ne s’appliquerait pas, et qui montre en passant que [“intégrabilité de f
n’implique pas celle de |f]).

Exercice 8.2 Montrer que la fonction f définie sur [0,1] par f(0) =0 et
1 1
Vn € N, Vo €]——, — = (-1t
neN Vel ] ) = (i

1yt
n+1 )

est intégrable sur [0,1] (et que son intégrale est Y -,

Autre vérification directe de aptitude des jauges a suivre les irrégularités des
fonctions, mais cette fois pour une fonction qui oscille tellement que le procédé
d’intégrale impropre de Cauchy (a partir des intégrales de Cauchy ou de Riemann)
ne s’y applique méme pas:

Exercice 8.3 Montrer que la fonction caractéristique des rationnels sur [0, 1] :

x(x) =1 siz e QnI0,1],

0 sinon

(5)

est intégrable.
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(Mmmm ... c’est déja moins visualisable, n’est-ce pas?)

Solution de l’ex. 8.3. Soient (7, ),en une énumération des rationels de [0, 1], et
e > 0. Posons

9
Vn € N,é(?"n) = W, (6)

d(z)=1siz ¢ QnNJ0,1].

Il est clair que pour toute s.p. P = {(xy,11),..., (zs, I,)} d-fine de [0,1], on a

[SOGP <) flad(z) <ed 27D =¢,
i=1 m=0

et donc y est intégrable, et son intégrale est nulle.

9 Les fonctions absolument intégrables

L’exercice 8.2 fournit un exemple de fonction intégrable dont la valeur absolue ne
'est pas. (Elle provient de la série harmonique alternée.) On dit qu’une fonction
f est absolument intégrable si f et |f| sont intégrables”.

Je vais donner ici quelques propriétés utiles des fonctions absolument intégrables
— sans prétendre qu’il faille toutes les mettre dans un cours de DEUG (mais elles
sont du niveau DEUG). L’étude de celles-ci a son propre intérét®, exactement
comme celle des séries absolument convergentes, ou des intégrales impropres ab-
solument convergentes (dans les théories ou la propriété de Cauchy n’a pas lieu).

Nous aurons besoin d'un complément au lemme d’Henstock :

Complément au lemme d’Henstock.
Sous les conditions du lemme d’Henstock, on a aussi:

1.
> |rtairl - [ rf <2

7.L’énoncé “|f| intégrable = f intégrable” est formellement indécidable dans Zermelo-
Fraenkel.
8. En fait, ce sont exactement les fonctions intégrables au sens de Lebesgue.
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2. Pour toute s.p. d-fine de I,
sty = Y01 [ 1] <2
i=1 i

Preuve

1. On applique le lemme d’Henstock d’abord aux K; tels que f(z;)|K;| — fK
soit, positif, puis aux autres, et on ajoute.

2. On applique I'inégalité ci-dessus aux I;, apres avoir appliqué une inégalité
triangulaire.

Avec cela, nous pouvons donner une caractérisation des fonctions absolument
intégrables :

Proposition 9.1 Soient I un intervalle borné de R (ou un pavé borné de R?),
et f: 1 — R intégrable. Notons Vy la borne supérieure (finie ou infinie) des

nombres Y, ‘ fI f‘ quand (I;); décrit toutes les subdivisions de I.
| f| est intégrable ssi V; est finie, et dans ce cas [} |f| =

N.B. En dimension d = 1, notons F une intégrale indéfinie de f: F(x) =
[ f(t)dt, a € I. Vy, généralement noté V(F), est la variation totale de F.

Preuve. (Dans R). lf‘ <> f[i fl =

S |f] st |f] est intégrable, en vertu d’une inégalité déja vue. Montrons la suf-
fisance. On suppose donc V; finie. Soit ¢ > 0. Soit P = {(I;),...,([,,)} une
Dans la preuve de la relation de Chasles, on avait construit une jauge ¢ e-adaptée
sur I t.q. toute s.p. P d-fine de I induise des s.p. P; et P, de [a,c| et de [c, b],
resp., t.q. S(f, P) = S(f, P1) + S(f, P»).

En raisonnant exactement de la méme facon, on construit ici une jauge 0 e-
adaptée sur I t.q. toute s.p. 0-fine de I, P = {(xq, K1), ... (x, K,)}, induise sur
chaque I; une s.p. P;, avec S(f,P) =>"", S(f,P;). On a alors:

EEIRE » iy

subdivision telle que V/

f‘SVf

NK;

donc:
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=%l

i=1 j=1 vl

Vu le complément au lemme d’Henstock et le fait que S(|f], P) =Y v, S(|f], ;)

est la somme de Riemann de |f] relative & la s.p. (25, K; N 1;) (| k;nz20y > 0N &
aussl

f|‘§6-
ﬂK]‘

m n

EERSE )

fl‘ < 2,
i=1 j=1 Kjﬁ[i

d’ou en ajoutant :

SUf1LP) = Vy| < 3=

On déduit de cette proposition qu'une fonction intégrable (dans un in-
tervalle ) dont la valeur absolue est majorée par une fonction inté-
grable est absolument intégrable, et que ’inégalité passe aux intégrales.
En effet, si |f| < g avec f et g intégrables, en appliquant l'inégalité déja vue
| ffi fl < f[i |g| dans tout intervalle d’une subdivision de I, et en sommant sur i,
on obtient que V; < f[ g, et la proposition conclut.

Une conséquence de cette remarque est que sur un compact, une fonction in-
tégrable bornée est absolument intégrable. En effet, |f| est alors majorée
par une fonction g constante donc intégrable.

Une autre conséquence est que I’ensemble des fonctions absolument inté-
grables (sur ) est un espace vectoriel, £!(I). Cela implique, en particulier,
que si f et g sont absolument intégrables, f — g et f 4 ¢ le sont aussi, et donc

max {f,g} = 5(f+9)+3|f—gl et min {f, g} = 2(f +9) — 3|/ — g| le sont aussi.

N.B. Par contre, f, g intégrables n'implique pas max{ f, g} intégrable (ni min{f, g}):
exemple: f= la fonction de 'exercice 8.2, g=0. Ni le max ni le min ne sont inté-
grables sur [0, 1].

Mais on a ceci:

Lemme 9.1 Soit I un intervalle de R. St f et g sont intégrables sur I, et si elles
sont minorées (resp. magjorées) sur I par une fonction intégrable, alors max {f, g}

et min {f, g} sont intégrables et: [, min {f, g} <min {[; f, [, 9}
< max {f[f7flg} < flmax {f, 9}
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Preuve
Supposons f et g minorées par h intégrable (si elles sont majorées, I’argument
est analogue; ou changer les signes ... ) Alors f — h et ¢ — h sont positives

et intégrables, donc absolument intégrables, donc h + max {f — h,g — h} =
max {f, ¢} et h+min {f—h,g—h} = min {f, g} sont intégrables, et les inégalités
découlent de la positivité de 'intégrale .

N.B. Le cas d’un nombre n > 2 de fonctions en découle trivialement.

Cela nous mene tout droit au théoreme de convergence “encadrée” (ou dominée) :

10 Le théoréeme de convergence encadrée.

Théoréme 10.1 Soient I un intervalle de R (ou un pavé de R?), disons borné
(ce n'est pas essentiel) et f, : I — R (n>0), f: I — R des applications telles
que :

1. toutes les f,, sont intégrables sur I ;
2. la suite (f,) converge (simplement) vers f sur I.

3. il existe des fonctions g : I — R et h : I — R intégrables sur I qui
“encadrent” toutes les f, :Vn, g < f, < h.

Alors [ est intégrable sur I et fl f=1lim,_ fl fn-

Preuve La preuve n’est pas spécifique a I'intégrale de Riemann complete: elle
n’utilise pas les jauges, c’est la méme que chez Lebesgue. Je la donne for comple-
teness.

Si on note sp, = min {fn, fot1s -5 fatpls tnp = max {fo, fag1, -+, fasp)t (qui
sont intégrables vu le lemme précédent), on a Vn, Vp:

g S Sn,p+1 S Sn,p S Sn41,p—1 S fn—i—l S tn—l—l,p—l S tn,p S tn,p—l—l S h.

Vn, la suite (s,,), est décroissante minorée (la suite des intégrales aussi), donc elle
a une limite s, intégrable et [, s, = lim, [, s,, par le théoréme de convergence
monotone.

De méme, (t,,), T ¢, intégrable et [, t, =lim,, [, t,,.

Faisant p — oo dans les inégalités précédentes, on obtient :

gésn Ssn-i-l S fn+1 Stn—i—l Stn Sha
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d’ot encore par convergence monotone, (s, ), 1 s intégrable, avec [} s = lim,, [; sn,
et (tn)n | t intégrable, avec [, t =lim, [, t,,

On n’a pas encore utilisé I’hypothese f, — f: soit € > 0; pour tout = € I, existe
N(z) e Nt.q.n > N(z) = f(x) —e < fu(x) < f(x) +¢. Alors, pour n > N(z)
et tout p,

f(@) =& < snp(@) < ful) Stop(z) < fl2) +2

d’ou

f@) =& < sa(2) < fulw) <talz) < flz) +¢

et donc s =t = f. On a donc obtenu que f est intégrable, et que

f[f = lim,, flsn = limnfltn.

Enfin, Vn, on a s, < f, < t,, donc [;5, < [, fu < [;tn, et comme les deux
extrémités tendent vers f[ f quand n — oo, on a le résultat voulu.

Cas particulier (convergence dominée)

Si on remplace I'hypothese d’encadrement: Vn, g < f, < h, par une hypothese
de dominance: Vn, |f,| < h (h intégrable), on obtient comme cas particulier le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue. Dans ce cas, h est absolument
intégrable (puisque positive!), donc f et les f, aussi, et on a comme dans tous les
cours sur l'intégrale de Lebesgue cette précision supplémentaire : lim f Nf=fal =
0.

Corollaire 10.1 Si f est continue (ou, plus généralement, intégrable sur tout
pavé compact), et s’il existe h intégrable sur R¢ t.q. |f| < h, alors f est absolument
intégrable sur R?.

Preuve. On applique le théoreme de convergence dominée aux f, = fx1[_, pa:
[ est intégrable, et Pest absolument puisque |f| < h (et [ f=lim, [ f,, | [ f] <

[ h).
Exemple. £952

1422

est intégrable sur R.
Il est bon de signaler le:

Corollaire 10.2 Soient I un intervalle borné de R (ou un pavé borné de R?) et
fo:I >R (n>0), f:I— R des applications telles que :

1. toutes les [, sont R- intégrables sur I ;

2. la suite (f,) converge vers f uniformément sur I.
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Alors f est R- intégrable sur I et fIf = lim, s fI fn-

Preuve La suite (|| fy ||oo),, st convergente donc bornée?, donc la convergence
dominée s’applique. On a remarqué en prouvant le théoreme de convergence
monotone que si la convergence était uniforme, on pouvait prendre une jauge
constante pour la limite. Si on tient compte de cette remarque dans la preuve de
la convergence encadrée, on voit que la limite est bien R- intégrable. (Bien sir,
on peut aussi faire la preuve directe habituelle, ce qui reste un excellent exercice
dans cette approche — alors qu’il tomberait 1a comme un cheveu sur la soupe dans
un cours sur l'intégrale de Lebesgue).

N.B. L’hypothese que I soit borné est essentielle, comme le montre le contre-
exemple [ = [1, +oo[, f(z) =27, fulz) = 27 110

11 Applications aux intégrales paramétriques

On tire du théoreme de convergence encadrée les propriétés de continuité et de
dérivabilité sous le signe somme des intégrales paramétriques sous des conditions
plus générales meme que dans la théorie de Lebesgue — puisqu’ici la convergence
encadrée est plus générale que la convergence dominée?. La preuve est celle de
Lebesgue.

Je vais énoncer ici ces théoremes (et les prouver: ¢a ne coute pas plus cher),
for completeness, mais sous une forme assez restrictive (intégrales sur des pavés,
et sans le p.p.), mais nous verrons plus loin que l'intégrale complete donne une
nouvelle définition de la mesure de Lebesgue (qui est plus simple, en un sens, que
'originale), et 1’extension des théoremes qui vont suivre au cadre général (inté-
gration sur des parties mesurables quelconques, existence des limites seulement
p.p.) est triviale et standard — cela dit je ne sais pas s'il faut les mettre dans un
cours de DEUG.

Théoréme 11.1 Soient X une partie de R?, x9 un point de 'adhérence de X
dans R%, I un pavé de R, et f: X xI — R t.q.:

1. Yx € X, Uapplication I 5 t — f(x,t) est intégrable;

9. Pour N assez grand et M > N, || far — fn loo< 1 donc || far |oo< 14 || fv lo=cte,
intégrable.
10. En ce sens qu’elle s’applique & des fonctions qui peuvent ne pas étre absolument
intégrables. Mais, en fait, les deux théoremes sont équivalents : on remonte du second au premier
en remarquant que si g < f,, < h, f, — g et h — f,, sont dominées par h — g.
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2.Vt €I, limyxs, .y, f(x,t) existe (et est finie);

3. 1l existe des fonctions g, h : I — R telles que Yx dans un voisinage de xq et
viel, gt) < f(z,1) < h(t).

Alors la fonction I 5t v limxs, ., f(2,1) est intégrable et

li tydt = li t)d
/IXB:BEwo f(.’L’ XBCL’E:EO /f T

(En particulier, siVt € I, X > x — f(x,t) est continue en xy, l'intégrale ’est
aussi.)

Preuve. Pour toute suite (z,),>1 de points de X qui converge vers o, la conver-
gence encadrée donne le résultat.

Corollaire 11.1 Si I est compact et f continue sur X X1, alors l’intégrale définit
une fonction de x continue sur lintérieur de X (si celui-ci est #0!)

Preuve. Soit xy dans l'intérieur de X ; prenons r > 0 tel que la boule B(zy,7) =
{l| £ — 2o ||< r} soit incluse dans l'intérieur de X. f est continue donc bornée
(donc encadrée) sur le compact B(xg,r) x I.

Théoréme 11.2 Soient X une partie de RY d’intérieur non vide, xo un point de
Uintérieur de X, I un pavé de R?, et f : X x I -+ R t.q.:

1. Yx € X, Uapplication I > t — f(x,t) est intégrable ;

2.Vt € I, v — f(x,t) posséde une dérivée partielle dans la direction u,
Ouf(z,t) en tout point d’un voisinage de xq ;

3. 1l existe des fonctions g,h : I — R telles que Yz dans un voisinage de xq et

Vte I, g(t) < duf(z,t) < h().

Alors lintégrale paramétrique fI x,t)dt posséde en xy une dérivée partielle dans
la direction u, la fonction I >t — 0, f(xo,t) est intégrable, et

/6f%,

Preuve. La dérivée partielle est la limite du taux de variation dans la direction
u: on applique le théoreme précédent en encadrant le taux de variation par le
théoreme des accroissements finis, vu ’encadrement de la dérivée partielle.

Corollaire 11.2 Si I est compact et X ouvert et si O, f existe et est continue
en tout point de X x I, alors X > x +— f[ x,t)dt posséde une dérivée partielle
dans la direction u, définie et continue sur X, que l’on obtient en dérivant sous
le signe intégral.
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Preuve. Comme pour le corollaire précédent.

—axr__

Exemples d’applications : calcul d’intégrales comme [~ 22e= 9 g e I3 e
transformées de Fourier et Laplace (et calcul opérationnel), etc.

T

12 Théoreme de Hake- Henstock

C’est une sorte de réciproque des propriétés de restriction et de continuité :

Théoréme 12.1 Soit f : I = [a,b] — R. On suppose que Ve t.q. a < c <b, f est
intégrable sur [a, c] (resp. sur [c,b]), et que £ =lim,._y,- [ f(t) dt existe (resp. que
(= lim,_,q+ fcbf(t) dt existe). Alors f est intégrable sur [a,b] et fabf(t) dt = (.
Autrement dit, I’intégrale a la propriété de Cauchy (i.e. elle “contient ses
intégrales impropres”).

Preuve (Pour I borné'!). Le lecteur est cordialement invité & faire un dessin:
tout ce qui suit sera alors visuellement évident — c’est 'intérét du point de vue
de Cauchy et Riemann.

Comme on passe du cas ¢ — b~ au cas ¢ — a® par une symétrie évidente, on
va se contenter de prouver le premier cas. On peut supposer que f(b) =0, car si
ce n’est pas le cas, on remplace f(b) par 0: on sait que changer la valeur d’une
fonction en un point ne change pas le fait qu’elle soit ou non intégrable et, si elle
’est, ne change pas la valeur de 'intégrale.

On prend dans [a, b[ une suite strictement croissante (a,),>1 convergeant vers b.
Posons ay = a. Par restriction f est intégrable sur chaque [a,,a,41] (n > 0).
Prenons dans [ay,, a,1] une jauge d,,, 2 "e-adaptée a f. On va construire avec les
0, une jauge o sur I.

D’abord, pour x €lay,, ay11[, prenons d(z) > 0 t.q. 6(x) < d,(z) et que |z —
d(z),z+d(z)[Clan, ansi1[. Ensuite, pour n > 1, soit §(a,) > 0 t.q. d(a,) < d,(a,),
§(ay) < 6u_ilay), et Ja, — 8(an), an + 8(an)[Clan—1, anyi[. Pour a: §(a) > 0 t.q.
d(a) < dp(a) et 6(a) < ay — a. Enfin, pour b, on prend un §(b) > 0 assez petit
pour qu'on ait: Ve, b—6(b) <c<b=| [ f— (] <e.

11. L’adaptation de la preuve ci-dessous au cas ou I n’est pas borné est une simple question
de notation, comme la différence entre les écritures e-esques de lim,_,,, selon que zq est fini
ou infini.

—bx
e g,
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Cela définit une jauge sur I. Soit P = {(z1,11),...,(zn,In)} une s.p. o-fine de
I, avec 1 < --- < xy. On voit comme dans la preuve de la relation de Chasles
que Vn, P, = {(xi,fi N [an,an+1]) N [ag, ani1] # 0} est une s.p. d,-fine de
[an, any1] et que S(f, P) = 2 f(@:)|1i N [an, angi]|-

On a nécessairement zy = b, car sinon existerait n t.q. £y € [a,, a,41[ et on aurait
Iy Clzy — 0(zn),zn + 0(xN)[Clan_1,ans1[: P ne serait pas une subdivision de
I. On peut donc écrire: Iy = [c, b].

Notons ¢ le plus petit entier t.q. Ui<ij<n—11; C [a, ag+1]. On a donc ay < ¢ < agy1,
et (en se souvenant que f(zy) = f(b) =0):

N
S(f,P)—t= Zf(xi>|fi| — 0
qg—1 N—-1 = N—-1
= F@) LN [an, ana]| + D (@)L 0 [ag, | (7)
n=0 =1 =1

) S NS Y.
[anyan+l} [aq’c] [arc}

d’ou

‘S(f, P)—é‘
<Y (s0.7) / }f)\+\N§ff(xi>|fm[aq,c]|—/[ 7]

n=0 an,@n+1 i=1 Qg,C

(8)

e[ s

qg—1
< 27" +27% + ¢,

n=0

(en utilisant le lemme d’Henstock pour majorer le terme du milieu).

Variante (ou corollaire). Soit f : I = [a,b] — R. Si f est intégrable sur tout
segment [c, d] Cla, b[ et si € = lim, 4+ 4_yp- fcd f(t) dt existe, alors f est intégrable
sur [a,b] et [7 f(t)dt = L.
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N.B. La condition est nécessaire et suffisante, par propriété de restriction et
continuité.

Corollaire 12.1 Le “théoréme fondamental” 4.1 reste vrai méme si f n’est pas
supposé dérivable a droite en a ni dérivable a gauche en b.

Preuve. On se ramene au cas ou f est dérivable a droite en a et dérivable a
gauche en b. Car, si ce n’est pas le cas, il suffit de remplacer I par [a + h,b — k]
avec h, k > 0 assez petits (I'intégrale a la propriété de restriction) ; or, on a prouvé
(th. 4.1) que f;:: f'(t) dt existe et vaut f(b— k) — f(a + h). Passant a la limite
h,k — 0, vu la continuité de f sur I et le th. de Hake- Henstock (variante), on a
le résultat voulu.

N.B. Avec la relation de Chasles, on déduit de ce corollaire que le théoreme
fondamental 4.1 reste valable si f est dérivable saufen un nombre fini de points '2.

N.B. Le théoreme de Hake- Henstock ne donne pas l'intégrabilité absolue sur
la,b[, méme si f est absolument intégrable sur les ]a, ¢|. Exemple: cf. I'exercice
8.2. Par contre:

Le cas des fonctions absolument intégrables:
Si on suppose que Ve t.q. a < ¢ < b, f est absolument intégrable sur [a, | (resp.

sur [c, b)), et que limq_y,~ [7|f(t)] dt existe (resp. que lim,_,q+ fcb |f(t)] dt existe),
alors f est absolument intégrable sur [a,b], ¢ = lim,_,- [7 f(t) dt existe (resp.
Olim, o+ [7 f(t) dt existe),etona [0 f(t)dt = Cet [ |f(t)|dt = lim,, [ |f(2)|dt
(vesp. [ |f (1) dt = lim,_,+ [ |f(2)] dt).

Preuve. C’est un corollaire trivial du théoreme de Hake-Henstock. On peut
d’ailleurs le déduire directement du théoreme de convergence dominée, dans ce
cas.

13 Mesures; intégration sur autre chose que des
paveés.

Intégrer sur des pavés, c’est bien, mais c’est loin de répondre aux besoins quoti-
diens: on voudrait pouvoir intégrer sur des spheres, des ellipsoides, des régions

12. En fait il reste valable méme si I’ensemble des points ou f n’est pas dérivable est
dénombrable, mais ce résultat est assez anecdotique.
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définies par des inéquations {x € R%; u(x) > 0} ... En particulier, on aimerait
pouvoir calculer des aires, des volumes ... : ce qui nous amene inévitablement a
I'idée de mesure.

L’idée est tres simple: si on veut intégrer une fonction f sur une région £ de R?,
on se place dans un pavé I qui contient E, et on remplace f par f1l|g. Il y a
deux choses a vérifier: le résultat est indépendant du pavé I choisi, et si £ est
un pavé, les deux définitions coincident: [, f = [, f1|g, VI pavé contenant E.
On peut 'admettre, c’est assez plausible! (Si on veut le prouver, il faut utiliser
le fait que le bord d’'un pavé est négligeable. On doit donc commencer par parler
un peu de mesure).

On dit qu’une partie £ de R (ou de R?) est mesurable si pour tout intervalle (ou
pavé) borné I la fonction caractéristique 1|gn; est intégrable sur R (resp. R%).
L’intégrale s’appelle alors la mesure de ENI. Si on prend I,, = [—n,+n] (n > 1)
(resp. dans R?) la boule de centre 0 et de rayon n, les fonctions caractéristiques
des F NI, forment une suite croissante qui converge vers la caractéristique de
E. Donc, par convergence monotone, la caractéristique de E est intégrable (on
dit: E est de mesure finie) ssi la suite des mesures des E' N I, est convergente,
et alors l'intégrale est la limite: on appelle la mesure de E. (On obtiendrait la
meéme condition, et la méme limite, avec n’importe quelle autre suite exhaustive
de bornés mesurables de R, comme le montre un simple shuffling des deux suites.)
Si E n’est pas de mesure finie, on dit que la mesure de E est infinie.

La mesure est évidemment finiment additive, puisque 'intégrale et les fonctions
caractéristiques le sont. Elle est dénombrablement additive par convergence
monotone.

Tout intervalle (resp. pavé) est mesurable (et la mesure d’un intervalle (resp.
pavé) borné est sa longueur (resp. son volume), comme on le voit sur la définition
de l'intégrale), donc aussi tout ouvert, par additivité dénombrable. Si E est mesu-
rable, R?\ E l'est aussi car la constante 1 est intégrable sur I, et 1|ga\p = 1—1]p.

Ainsi, ensemble des parties mesurables de R? contient les ouverts et est stable
par union dénombrable et par passage au complémentaire: il contient donc la
“tribu de Borel”, qui est par définition la plus petite partie de P(R?) ayant ces
propriétés (i.e. I'intersection de toutes celles qui 'ont).

On a défini une mesure dénombrablement additive sur une tribu contenant la
tribu de Borel, qui coincide avec la mesure de Borel sur les intervalles ouverts,
donc sur toute la tribu de Borel: notre mesure prolonge celle de Borel.
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On dit qu'une partie mesurable E est négligeable si sa mesure est nulle. Toute
partie d’un ensemble négligeable est mesurable, et négligeable (car si
E C N avec N négligeable et si ¢ est une jauge e-adaptée a 1yng,, pour P -
fineon a0 < S(1gnr,, P) < S(Innr,, P) < €). Donc notre mesure est compléte.
Comme la mesure de Lebesgue est la complétée de la mesure de Borel, notre tribu
contient la tribu de Lebesgue et notre mesure prolonge la mesure de Lebesgue.

Comme on le voit, I'intégrale de Riemann complete fournit de facon parfaitement
élémentaire une mesure qui est au moins aussi bonne que celle de Lebesgue (et
qui la contient).

Dans un cours, on n’a méme pas besoin de parler de tribu, de boréliens, etc.: je
ne I’ai fait ici que pour vous convaincre que cette notion de mesure vaut au moins
celle de Lebesgue.

En fait, les résultats des chapitres 5 et 8 de [1] prouvent que la tribu obtenue ici est
ezactement la tribu de Lebesgue (et donc la mesure ainsi définie est exactement
celle de Lebesgue). De plus, une fonction mesurable est Lebesgue- intégrable ssi
elle est absolument intégrable. (L’intégrale de Lebesgue est donc bien, en un sens,
a l'intégrale de Riemann complete ce que les séries absolument convergentes sont
aux séries convergentes: un cas particulier intéressant, et rien de plus.)

Je ne sais pas s'il existe des fonctions intégrables non mesurables. Mais ca n’a
aucune importance pratique (jusqu’a preuve du contraire?) car on peut supposer
sans contradiction que toutes les parties de R? et (donc) toutes les fonctions sont
mesurables (mais il faut renoncer pour cela a I'axiome du choix, en ne gardant
que le choix dépendant : ¢ca ne pose aucun probléme, en tout cas, pour nos petits
amis de DEUG) .

Définitions
On dit qu'une propriété a lieu presque partout (p.p.) sur une partie E de R?
si I’ensemble des points de E ou elle n’a pas lieu est négligeable.

13. L’énoncé “|f| intégrable = f intégrable” est vrai pour les fonctions mesurables. Il n’est
pas vrai en général pour les fonctions non mesurables. Exemple: si f vaut 1 sur une partie E
non mesurable de [0, 1], et —1 sur [0,1]\ E, |f| =1 est intégrable sur [0, 1], mais f ne l’est pas
(sinon la fonction caractéristique de E, qui est f%m, le serait aussi, et donc serait Lebesgue
intégrable). Mais on peut se placer dans un modele de Zermelo- Fraenkel (ZF) ol toutes les
fonctions sont mesurables (par ex. le modele de Solovay) : alors I’énoncé est encore vrai. Il est
donc faux dans certains modeles de ZF, et vrai dans d’autres, i.e. il est formellement indécidable

dans ZF, comme annoncé dans une note précédente.
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Une application f : R — R est dite intégrable sur £ C R? ssi 1|gf est
intégrable sur R?, et alors on note [, f = [pal|pf

Propriété Si f = g p.p. sur E, et si f est intégrable sur E, g 'est aussi et
fEf = [ 9. En particulier, si f =0 p.p. sur E, [, f = [, |f| = 0. Inversement,
si [p[f[=0, f=0pp.

N.B. Ce n’est pas parce qu’une fonction f est intégrable sur une partie £ qu’elle
’est sur toute sous-partie (méme mesurable) de E.

Par exemple la fonction f de I'exercice 8.2, dont on a vu qu’elle est intégrable sur
[0, 1], ne est pas sur la partie mesurable Uy> (] ], & cause de la divergence
de la série harmonique.

Par contre, cette propriété de restriction généralisée est vraie pour les
fonctions absolument intégrables: par convergence dominée.

_1 1
2k+2° 2k+1

On munit I’espace vectoriel £'(I) de sa semi-norme évidente: || f ||= [;|f]. La
semi-norme de f est nulle ssi f est nulle partout hors d’un ensemble négligeable
(“nulle presque partout”). On obtient une norme en passant au quotient par la
relation f ~ g<=| f— g ||=0, i.e. f =g p.p.; l'espace quotient normé se note
L'(I) et s’appelle l'espace de Lebesgue sur I. C’est un Banach 4.

14 Intégrales multiples: problemes spécifiques

Les problemes spécifiques aux intégrales multiples sont les problemes d’intégra-
tions successives (Fubini), de changements de variables dans les intégrales mul-
tiples, et ’analogue du Théoreme Fondamental (Stokes). Il y a aussi la générali-
sation du théoreme de Hake-Henstock, qui passe tres bien dimension supérieure,
mais que je range quand méme avec les “problemes spécifiques aux intégrales
multiples”.

Pour le théoréeme de Fubini, on a I’énoncé le plus satisfaisant qu’on puisse rai-
sonnablement espérer. Par contre, pour le TF et la formule de changement de
variables (qui étaient valables dans R sous des hypotheses si générales), les énon-
cés qu’on trouve dans la littérature ne sont pas meilleurs que pour l'intégrale de
Lebesgue: la formule de changement de variables est valable pour des intégrands

14. L’espace des fonctions intégrables (pas nécessairement absolument) sur I = [a,b] peut
étre muni de méme de la semi- norme || f ||= sup,<, < | [ f(t)dt|, le quotient donne un espace
normé, qui n’est pas de Banach (il est de premiere catégorie de Baire), mais il est tonnelé, et
toutes les propriétés utiles (Banach-Steinhaus, etc.) ont lieu.
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absolument intégrables, i.e. L-intégrables, et c’est exactement le théoreme de Le-
besgue ; le théoreme de Stokes s’énonce pour des chaines et des formes C!, donc
la ce n’est pas mieux qu’avec 'intégrale de Riemann ou celle de Lebesgue. Je ne
I’énoncerai donc méme pas ici.

14.1 Le théoréeme de Fubini.

Dans le cadre de l'intégrale complete, il dit ceci:

Théoréme 14.1 1. Sotent I € R", K € RP deux pavés et f : I x K — R
une fonction intégrable. L’ensemble des x € I t.q. K 3 y — f(x,y) n’est
pas intégrable sur K est de mesure nulle dans RP.

2. La fonction I > x — [, f(x,y)dy (définie p.p., donc) est intégrable sur I,

et /1</K f(:c,y)dy) :/IXKf(x,y)dxdy.

On a bien entendu, en corollaire, le théoreme de Fubini-Tonelli: si f est mesurable
et dominée par une fonction ¢g : I x K — R intégrable (i.e. |f| < g), alors f est
absolument intégrable, et le théoreme de Fubini s’applique.

Le théoreme de Fubini dans le cadre de l'intégrale de Riemann complete est
en principe plus général que son analogue Lebesguien, puisqu’il s’applique aussi
bien aux intégrales qui, dans une théorie qui n’a pas la propriété de Cauchy
(par exemple celles de Riemann et de Lebesgue) seraient considérées commes
impropres semi- convergentes. Cela dit, dans la pratique c’est le théoreme de
Fubini-Tonelli qui sert le plus.

La démonstration du théoreme de Fubini est assez longue. On la trouvera dans
le livre de McLeod [1], ou dans celui de Mawhin [2]. On peut cependant donner
une preuve (par convergence dominée pour Fubini, convergence monotone pour
Fubini-Tonelli) pour les fonctions continues: il suffit de dire d’abord que toute
fonction continue de I x K dans R, est limite d’une suite croissante de fonctions
en escalier (pour obtenir Fubini-Tonelli), et que toute fonction continue de I x K
dans R est limite de fonctions en escalier qu’elle domine en valeur absolue (pour
obtenir Fubini) . ..
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14.2 Le théoreme de Hake-Henstock en dimension > 2

Théoréme 14.2 Soient I un pavé de R? et f : I — R. On suppose que f est
o
intégrable sur tous les pavés compacts inclus dans Uintérieur I de I, et qu’il existe

o
0 t.q. pour toute suite (I,,)n>1 de pavés compacts C I, d’intérieurs disjoints deux
a deux et t.q. Up>1I, = I, on ait: fu1< enin f — 0 quand N — oo. Alors f est

intégrable sur I, et f[f =/.
N.B. La réciproque est vraie aussi.

Preuve. Comme la preuve n’existe ni dans Mawhin [2] ni dans McLeod [1]
(I’énoncé non plus, d’ailleurs), je la donne ici.

Je vais supposer I compact. Pour un pavé borné non compact le résultat en
découle, puisque 'intégrale sur le bord de I est nulle. Pour un pavé non borné le
résultat est encore vrai (avec une preuve presque identique).

La preuve est la méme qu’en dimension 1, mais cette fois il faut remplacer par 0
tous les f(x) avec z sur le bord du pavé I: cela ne change pas I'intégrabilité de
f, ni la valeur de l'intégrale, puisque le bord de I est de mesure nulle.

o
On prend dans I une suite de pavés compacts K,, C [ d’intérieurs disjoints deux
a deux, et dont la réunion est I. f est intégrable sur chaque K, (n > 0).
Soit £ > 0. Prenons dans K,, une jauge 0, 2 "c-adaptée a f.

D’abord, pour = € Ign, prenons 6(x) > 0 t.q. 6(x) < d,(z) et que le pavé de

o
centre x et dont tous les cotés sont §(x) soit inclus dans K.

Si z est commun a plusieurs pavés K, , mais a l'intérieur de I, prenons §(z) > 0

inférieur a tous les J,, (), et tel que le pavé de centre z et dont tous les cotés

sont 0(z) soit inclus dans l'intérieur de la réunion des K,,,.

Enfin, pour z sur le bord de I, on prend un 6(z) > 0 comme suit :

Soit E(p) le pavé des points de I dont la distance au bord de I est > p. Prenons

a > 0 assez petit pour que Vp < «, et pour tout F union finie de pavés compacts
o

de I, d’'intérieurs disjoints deux & deux, £ D E(p) = [, f — ¢ < e. Alors, pour
x sur le bord de I, on prend §(z) < a.

Cela définit une jauge sur I. Soit P = {(x1, 1),..., (zn,Iy)} une s.p. 6-fine de I.
On voit comme dans la preuve de la relation de Chasles que Vn, P, = {(a:l, ;N
Kn) ,iNK, # 0}; est une s.p. 6,-fine de K,, et que S(f, P,) = >, f(x:i)| ;N K,
Soit B l'ensemble des indices j t.q. I; rencontre le bord de I. Vj € B, on a
nécessairement x; sur le bord de /, et la contribution de tous les j € B a |S(f, P)—
¢| est donc nulle.
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On conclut par les mémes majorations qu’en dimension 1, i.e. en utilisant le fait
que § est 27 "e-adaptée dans K, (avec en plus le lemme d’Henstock, si ce qui reste
de P, quand on a enlevé les I;, j € B, n’est plus qu'une s.p. partielle de K,,), et
le fait que Uj¢pl; contient E(c); ce qui donne:

IS(f,P)— €| <) 27"+ =3e.

n>0

N.B. Dans la preuve, on voit bien que c’est 'intégrale sur U;¢pl; qui doit étre
proche de €: or ce n’est pas un pavé, en général.

La condition : fu1< f — £ pour toute suite de pavés compacts d’intérieurs

ngNIn
disjoints deux a deux tapissant I, ne peut pas étre remplacée par la condition
plus faible: fIN f — £ pour toute suite exhaustive de pavés compacts, comme le

montre l'exemple suivant: I = [0,1] x [0, 1],

1 1 1
fey)= = sig<us<s
1 1 3
— —<y< - 9
T S y<7 (9)
0 i 1|>1
s1|y— = —=
2' 74

]
[ est intégrable sur tout pavé compact K C I, car continue p.p. sur K. Si (K,)

o
est une suite exhaustive de pavés compacts de I, pour tout « €]0,1/2[, il existe

un rang a partir duquel K, D [o,1 — a] X [i, %], et alors [, f = 0. Pourtant,
f n’est pas intégrable sur I, car si elle I’était, par restriction elle le serait sur

[0,1] x [}, 3] : ce n'est pas le cas puisque fol ——dx = +o0.

On remarque d’ailleurs que les hypotheses du théoreme ne sont pas réalisées ici:
aupavé K, = [£, 1—2]x[1, 1—1] (n > 4), associons le pavé L, = [1—+,¢,]x[1, 5],
ld_—’”x = 4; quitte a extraire une sous-suite,
on peut supposer que K, U L, C K,.1; on passe de K, U L, a K, ; puis a
K, 1UL, 1 eny ajoutant des pavés compacts d’intérieurs disjoints deux a deux,

Op,j Puis 7, ;. La suite formée de Ky, Ly et de tous les o, , 7,; (j > 0, n > 1)
o

avec t, choisi de telle facon que fltfl /n

correspondant a notre sous-suite est une suite de pavés compacts C I, d’intérieurs
disjoints deux a deux et dont la réunion est I ; pour une infinité de N la réunion
des N premiers est de la forme K, et pour une infinité de N elle est de la forme
K, UL, ; or l'intégrale de f sur K, est 0 alors que sur K, U L,, elle est égale a 1.
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14.3 Le théoréeme de changement de variable

Soit U un ouvert de R?, ¢ un C'-difféo. de U sur un ouvert de R”, dont on note
J, le déterminant jacobien ; soit enfin f une fonction définie p.p. sur une partie A
de ¢(U). Alors, f est absolument intégrable sur A ssi (f o )|.J,| Uest sur ¢~!(A),

et dans ce cas on a:
[r=[ (ool
A p=1(A)

N.B. L’énoncé est valable en particulier en dimension 1. L’énoncé que j’ai donné
plus haut en dimension 1 était différent, il reposait sur le TF qui n’a pas d’ana-
logue vraiment satisfaisant en dimension supérieure a 1 (il y a eu des progres
récents, tels Pfeffer (1991), grace a des variantes de I'intégrale de Riemann com-
plete, mais ’histoire n’est pas terminée).

N.B. On pourrait en principe donner (en DEUG) une preuve pour le cas ou la
fonction f est continue, et intégrée sur un compact, comme cela est fait dans le
livre de Mawhin [2]. Mais on n’en aura pas le temps . ..
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