
L�INTEGRALE DE LEBESGUE SUR UN INTERVALLE DE RI �
TELLE QU�ELLE PEUT ETRE ENSEIGNEE EN LICENCE

Par Robert DEVILLE

�� Int�egration des fonctions en escalier�

Soit I un intervalle de RI � Nous dirons qu�une fonction � � I � RI est en escalier s�il

existe des intervalles born�es I�� I�� ���� In � I et c�� c�� ���� cn � RI tel que � �
nX

k��

ck��Ik
�

On sait d�e�nir l�int�egrale des fonctions en escalier par

Z
I

nX
k��

ck��Ik
�

nX
k��

m�Ik��ck	 o
u	 si

I est un intervalle d�extr�emit�es a� b	 m�I� � b� a � ���
�� d�esigne la longueur de I�

Propri�et�es de l�int�egrale des fonctions en escalier �

�� L�int�egrale de f ne d�epend pas de la repr�esentation choisie�

�� lin�earit�e � Si f et g sont des fonctions en escalier et si � et � sont des r�eels� alors

�f 
 �g est une fonction en escalier et

Z
�f 
 �g � �

Z
f 
 �

Z
g

	� positivit�e � Si f et g sont des fonctions en escalier 
a valeurs r�eelles et si f � g� alorsZ
f �

Z
g�

�� Si f � � � RI est en escalier� alors jf j � �� RI � est en escalier et
��� Z f

��� � Z
jf j�

Une fonction f est dite int�egrable si elle peut �etre �approch�ee� par une suite de
fonctions en escalier et l�int�egrale de f est alors la limite des int�egrales des fonctions en
escalier qui approchent f � On souhaite que l�int�egrale ainsi d�e�nie ait les m�emes propri�et�es
que l�int�egrale des fonctions en escalier �lin�earit�e	 positivit�e����� De plus	 Dans de nombreux
probl
emes	 il est utile d�avoir des conditions	 facile 
a v�eri�er	 pour s�assurer que si �fn� est
une suite de fonctions int�egrables v�eri�ant ces conditions	 alors lim

n��
fn est int�egrable et

on peut intervertir limite et int�egrale �

Z
I

lim
n��

fn�x� dx � lim
n��

Z
I

fn�x� dx�

Voici une premi
ere d�e�nition possible de fonctions int�egrables �

�



�� L�int�egrale au sens de Riemann�

D�e	nition � � Une fonction f � I � RI est dite Riemann�int�egrable si	 pour tout
� � �	 il existe 	� � I � RI en escalier	 des intervalles ouverts I�� I�� ���� IN et des reels
c�� c�� ���� cN � � tels que �

�� Pour tout x � RI � jf�x�� 	��x�j �
NX
n��

cn�In
�x� �� ��x�

��

Z
I

��x� dx �
NX
n��

cn�m�In� � �

Les cn et les In d�ependant bien sur aussi de �� L�int�egrale de f est alors d�e�nie par

Z
I

f�x�dx � lim
���

Z
I

	��x�dx

�bien entendu	 il faut justi�er que cette limite existe et qu�elle ne d�epend pas de la suite
de fonctions en escalier approchant f choisie�� Le seul th�eor
eme de convergence	 d�ailleurs
facile 
a d�emontrer	 dont on dispose dans le cadre de l�int�egrale de Riemann	 est le suivant�

Th�eor
eme � � Si I est born�e� si f�� ���� fn��� � I � RI sont Riemann�int�egrable sur I et
si f est limite uniforme de la suite �fn� sur I� alors f est Riemann�int�egrable sur I et

Z
I

f�x� dx � lim
n��

Z
I

fn�x� dx

Ce th�eor
eme permet de montrer que toute fonction continue sur un intervalle ferm�e born�e
�a� b� est int�egrable sur �a� b�	 mais on a �

Exemple � Soit f � ��� ��� RI � une fonction continue croissante telle que

lim
x���x��

f�x� � 
� et lim
x���x��

Z x

�

f�t� dt 
�

�par exemple	 f�x� �
�p

�� x
�� Pour tout x � ��� ��	 f est Riemann�int�egrable sur ��� x��

Comme f est non born�ee sur ��� ��	 f ne peut pas �etre Riemann�int�egrable sur ��� ���
Par cons�equent	 si on pose fn � f���������n�	 chacune des fonctions fn est Riemann�

int�egrable	 la suite �fn� est croissante	 f � lim
n��

fn et lim
n��

Z
fn�x� dx 
�	 mais f n�est

pas Riemann�int�egrable�

�



�� D�e	nition de l�int�egrale au sens de Lebesgue�

D�e	nition � � Une fonction f � I � RI est dite Lebesgue�int�egrable si	 pour tout
� � �	 il existe 	 � I � RI en escalier	 des intervalles I�� I�� ���� In� ��� � I et des reels
c�� c�� ���� cn� ��� � � tels que �

�� Pour tout x � I� jf�x�� 	�x�j �
�X
n��

cn�In
�x� �� ��x�

��

Z
��x� dx ��

�X
n��

cn�m�In� 
 �

Les cn et les In d�ependant bien sur aussi de �� L�int�egrale de f est alors d�e�nie parZ
I

f�x�dx � lim
���

Z
I

	��x�dx

�bien entendu	 il faut justi�er que cette limite existe et qu�elle ne d�epend pas de la suite de
fonctions en escalier approchant f choisie�� Par la suite nous dirons �int�egrable� au lieu
de �Lebesgue�int�egrable��

Exemple � � Nous reprenons l�exemple d�ecrit ci dessus � Soit f � ��� ��� RI � une fonction
continue croissante telle que

lim
x���x��

f�x� � 
� et lim
x���x��

Z x

�

f�t� dt 
�

Observons ce qui se passe sur ce exemple � Notons In �
�
x � ��� ��� f�x� � �n�� �n
����

�
�

Les In sont des intervalles contigus formant une partition de ��� ��	 et pour tout p	
�
p�n

In

est un intervalle de la forme �xp� ��	 o
u �xp� est une suite croissante convergeant vers ��

Fixons � � � et p � �� On d�e�nit 	� �

pX
n��

n���
In

et 	� �
�X
n��

�n 
 �����
In
� 	� est en

escalier sur ��� �� et 	� � f � 	�� D�o
u	 en posant 	 � 	� et � � 	� � 	� �

�� Pour tout x � ��� ��p�� jf�x�� 	�x�j � � � 	� � 	� � �

X
n�p

n���
In

Comme
X
n�p

n���
In
� f 	 on a

X
n�p

n��m�In� �

Z X
n�p

n���
In
�
Z
�xp���

f � � quand p���

Par cons�equent	 pour p assez grand	

��

Z
� � �


X
n�p

n��m�In� � ��

Les conditions �� et �� montrent que f est Lebesgue int�egrable sur ���
���

�



Exemple � � Nous reprenons l�exemple d�ecrit ci dessus � Soit f � ���
��� RI ��� une
fonction d�ecroissante telle que

lim
x��

Z x

�

f�t� dt 
�

Cette fonction est bien Lebesgue int�egrable sur ���
�� comme le montre un simple dessin�
Ce qui g
ene dans la d�e�nition de la Riemann�int�egrabilit�e pour montrer que f �

lim
n��

f�����xn� est int�egrable �avec xn � � � ��n dans le premier exemple et xn � n dans

le deuxi
eme exemple�	 c�est d�imposer 
a la fonction � d��etre une combinaison lin�eaire
	nie d�indicatrices d�intervalles� Il ne peut donc pas exister de �bons� th�eor
emes de
convergence dans la th�eorie de l�int�egrale de Riemann� Le fait que � soit une combinaison
lin�eaire in	nie d�indicatrices d�intervalles dans la d�e�nition de Lebesgue�int�egrabilit�e est
une condition beaucoup plus naturelle qui permet d�obtenir les th�eor
emes de convergence
suivants �

Th�eor
eme � �convergence monotone� Soit �gn� une suite croissante de fonctions int�e�
grables de I dans RI � et g � sup gn 

a priori� g est donc 
a valeurs dans RI � f
�g��
Alors g est int�egrable sur I si et seulement si la suite

�Z
gn

�
est born�ee� et dans ce cas�Z

I

g�x� dx � lim
n��

Z
I

gn�x� dx�

Th�eor
eme � �convergence domin�ee� Soient f�� ���� fn��� � I � RI des applications int�e�
grables de I dans RI telles que �

a� Pour tout n � NI et pour tout x � I� jfn�x�j � g�x�� o
u g � I � RI
�

est int�egrable�
b� pour tout x � I� on a lim

n��
fn�x� � f�x��

Alors f est int�egrable et

Z
I

f�x� dx � lim
n��

Z
I

fn�x� dx

Dans la d�e�nition des fonctions Lebesgue int�egrables	 nous avons �ecrit un peu librementR
�� Cela demande une justi�cation �

D�e	nition � On note

J� �
�
�� 	 I�� I�� ���� In� ��� � C� 	 c�� c�� ���� cn� ��� � � tels que

� �
�X
n��

cn�In
et

�X
n��

cn�m�In� 
 
��

et	 pour � � J�	

Z
��x� dx �

X
cn�m�In��

Z
��x� dx ne d�epend pas de la facon d��ecrire

��x� dx �
�X
n��

cn�In
� Ceci provient du lemme suivant	 que nous d�emontrerons en annexe �

�



Lemme sommatoire � Soient I�� I�� ���� In� ���� J�� J�� ���� Jn� ��� des intervalles et

a�� a�� ���� an� ���� b�� b�� ���� bn� ��� des r�eels positifs tels que les s�eries
� �X
n��

an�m�In�
�
et

� �X
n��

bn�m�Jn�
�
soient convergentes� Si pour tout x � RI �

�X
n��

an�In
�x� �

�X
n��

bn�Jn
�x��

alors
�X
n��

an�m�In� �
�X
n��

bn�m�Jn��

Gr�ace au lemme sommatoire	 on peut aussi montrer les propri�et�es suivantes	 ainsi que le
th�eor
eme suivant �

� � Si ��� �� � J�	 alors

Z
�� 
 �� �

Z
�� 


Z
���

� � Plus g�en�eralement	 si ��� ���� �n� ��� � J� et si
�X
n��

Z
�n 
 
�	 alors

�X
n��

�n � J�

et

Z �X
n��

�n �
�X
n��

Z
�n�

Th�eor
eme � Soit f � I � RI int�egrable� alors

Z
I

f�x� dx � S�f� � I�f�� avec �

S�f� �� sup
n �X
n��

an�m�In�� les an sont n�egatifs sauf un nombre �ni� la s�erie

�X
an�m�In�

�
est convergente et

�X
n��

an�In
� f

o

I�f� �� inf
n �X
n��

bn�m�Jn�� les bn sont positifs sauf un nombre �ni� la s�erie

�X
bn�m�Jn�

�
est convergente et

�X
n��

bn�Jn
� f

o

�� Propri�et�es de l�int�egrale�

�� lin�earit�e � Si f est int�egrable et si � � RI � alors �f est int�egrable et

Z
�f � �

Z
f �

Si f� g � �� RI sont int�egrables� alors f 
 g est int�egrable et

Z
f 
 g �

Z
f 


Z
g�

�



D�emonstration � Pour montrer que f 
 g est int�egrable	 revenons 
a la d�e�nition� Comme
f est int�egrable	 il existe 	f�n � �� RI en escalier et �f�n � J�	 tels que kf �	f�nk � �f
et
R
�f�n � �� Comme g est int�egrable	 il existe 	g�n � �� RI en escalier et �g � J�	 tels

que kg�	g�nk � �g�n et
R
�g�n � �� Par cons�equent	 kf 
 g�	f�n�	g�nk � �f�n
�g�n

et
R
�f�n 
 �g�n �

R
�f�n 


R
�g�n � � ce qui nous montre que f 
 g est int�egrable et queZ

f 
 g � lim
n��

Z
	f�n 
 	g�n � lim

n��

Z
	f�n 
 lim

n��

Z
	g�n �

Z
f 


Z
g�

�� positivit�e � Si f est int�egrable et si f � �� alors

Z
f � ��

Si f et g sont int�egrables et si f � g� alors

Z
f �

Z
g�

D�emonstration � Le premier point est d�emontr�e en annexe� Si f et g sont int�egrables et si

f � g	 alors g � f � �	 donc

Z
g � f � �	 et	 par lin�earit�e	

Z
f �

Z
g�

�� Treillis � Si f � I � RI est int�egrable� alors f� et f� sont int�egrables�

Si f � I � RI est int�egrable� alors jf j est int�egrable et
��� Z

I

f�x� dx
��� � Z

I

jf�x�j dx�
Si f� g � I � RI sont int�egrables� alors inf�f� g� et sup�f� g� sont int�egrables�

D�emonstration � Pour montrer que f� est int�egrable	 revenons 
a la d�e�nition� Fixons
� � �� Comme f est int�egrable	 il existe 	 � I � RI en escalier et � � J�	 tels que
jf�	j � � et

R
� 
 �� Comme jf��	�j � jf�	j	 jf��	�j � jf�	j et ��jf j�j	j�� � jf�	j

on a aussi � jf��	�j � �	 jf��	�j � � et
��jf j � j	j�� � � par cons�equent f�	 f� et jf j

sont int�egrables� De plus	 si f est 
a valeurs dans RI 	 comme f � f��f� et jf j � f�
f�	
par lin�earit�e de l�int�egale	 on a �

��� Z f
��� � ��� Z f� �

Z
f�
��� � ��� Z f�

���
 ��� Z f�
��� � Z

f� 


Z
f� �

Z
f� 
 f� �

Z
jf j

Si f et g sont int�egrables	 alors sup�f� g� � �f � g�� 
 g et inf�f� g� � � sup��f��g� sont
int�egrables�

�� Approximation � i� Si f � I � RI est int�egrable et � � �� il existe g en escalier tel

que

Z
jf � gj 
 ��

ii� Si f est int�egrable positive et si

Z
f 
 �� alors il existe � � J� telle que f � � etR

� 
 ��

D�emonstration � i� Si f est int�egrable et � � �	 il existe g en escalier tel que

jf � gj �
�X
n��

cn�In
et

�X
n��

cn�m�In� 
 �

�



Comme f et g sont int�egrables	 la fonction jf � gj est int�egrable	 et	 par d�e�nition de
I�jf � gj�	 R jf � gj 
 ��

ii� Fixons � 
 � 
 ��
Z
f � Comme f est int�egrable	 il existe une fonction en escalier 		

et � � J� telles que jf � 	j � � et
R
� 
 ���� Comme f � j	j � �	 on a	 par d�e�nition

de S�f�	

Z
j	j �

Z
� �

Z
f � La fonction j	j 
 � est dans J�	 � � f � j	j 
 � etR j	j
 � �

R j	j
 R
� � R

f 
 ��� 
 ��� 
 ��


� Int�egrales et primitives�

D�e	nition � Soit f � �a� b� � RI � On appelle primitive de f une fonction F 	 continue
sur �a� b�	 d�erivable sur �a� b�	 qui v�eri�e F � � f sur �a� b��

Proposition � 
Int�egrale et primitive� Soit f une fonction continue de �a� b� dans RI �

Alors la fonction F � �a� b�� RI d�e�nie par F �x� �

Z
�a�x�

f est une primitive de f �

D�emonstration � Comme f est continue sur le compact �a� b�	 il existe une constante M � �
telle que pour tout x � �a� b�	 jf�x�j � M � Comme jf��

�x�y�
j � M�

�x�y�
	 en int�egrant	��� Z

�a�y�

f�
Z
�a�x�

f
��� �

��� Z f��
�x�y�

��� � Z
jf��

�x�y�
j � M jy�xj� F est doncM �Lipschitzienne	

donc continue sur �a� b�� De plus	 pour x ��a� b� et h assez petit	
���F �x
 h�� F �x�

h
�f�x�

��� ���� �
h

Z
�x�x�h�

�
f�y� � f�x�

�
dy
��� � sup

n
jf�y� � f�x�j� jy � xj � jhj

o
� � quand h � �	 ce

qui d�emontre que F est d�erivable en x et que F ��x� � f�x��

Corollaire � Soit u une fonction de classe C� sur l�intervalle �a� b�� Alors

Z
�a�b�

u��t� dt � u�b�� u�a�

D�emonstration � En e�et

Z
�a�x�

u��t� dt et u�x� � u�a� sont deux primitives de u� qui

s�annulent en a	 donc elles coincident�

�� Les th�eor
emes de convergence�

�



Th�eor
eme � �Interversion s�erie�int�egrale� Soit �fn� une suite de fonctions int�egrables de

I dans RI
�
� Alors f �

P
fn est int�egrable si et seulement si

XZ
fn 
 � et dans ce

cas Z X
n��

fn �
X
n��

Z
fn

D�emonstration � Si
PR

fn � 
�	 f �
P�

n�� fn ne peut pas �etre int�egrable sinon on
aurait	 pour tout n	 � �

R
f � R Pn

k�� fk �
Pn

k��

R
fk � �	 contradiction�

Si
PR

fn 
 
�	 �xons � � �� Il existe N� tel que pour toutN � N�	
P�

k�N��

R
fk 
 ����

Fixons �k �
R
fk tel que

P�
k�N�� �k 
 ���� Pour chaque k	 comme fk est int�egrable et

positive	 il existe des fonctions �k � J� telles que fk � �k et
R
�k 
 �k� Comme

PN
k�� fk

est int�egrable	 il existe 	 en escalier et � � J� telles que
���PN

k�� fk�	
��� � � et

R
� 
 ����

On a donc �

jf � 	j �
�X

k�N��

fk 

��� NX
k��

fk � 	
��� � �X

k�N��

�k 
 �

avec Z
I

� �X
k�N��

�k 
 �
�
�

�X
k�N��

Z
�k 


Z
� �

�X
k�N��

�k 
 ��� � �

La fonction f est donc int�egrable et
��� R f � R

	
��� � �� Comme on a aussi	 par d�e�nition de

I
����PN

k�� fk � 	
����	

��� Z 	�
Z NX

k��

fk

��� � Z
j	�

NX
k��

fkj �
Z
� � �

on en d�eduit que
��� R f � R PN

k�� fk

��� � ��� Par lin�earit�e de l�int�egrale on a
R PN

k�� fk �PN
k��

R
fk� On a donc montr�e que pour tout � � �	 il existe N� tel que pour tout N � N�	��� R P�

k�� fk �
PN

k��

R
fk

��� � ��� A la limite	
R P�

k�� fk �
P�

k��

R
fk�

Th�eor
eme � �convergence monotone� Soit �gn� une suite croissante de fonctions int�e�
grables de I dans RI � et g � sup gn� Alors g est int�egrable si et seulement si la suite�Z

gn

�
est born�ee� et dans ce cas�

Z
I

g�x� dx � lim
n��

Z
I

gn�x� dx�

D�emonstration � Il su�t d�appliquer le th�eor
eme d�interversion s�erie�int�egrale aux fonc�
tions positives int�egrables fn � gn � gn�� �n � ��	 avec f� � g��

�



Th�eor
eme � �convergence monotone pour les suites d�ecroissantes� Soit �hn� une suite
d�ecroissante de fonctions int�egrables de I dans RI � et h � inf hn� Alors h est int�egrable

et

Z
I

h � lim
n��

Z
I

hn�

D�emonstration � Il su�t d�appliquer le th�eor
eme de convergence monotone aux fonctions

int�egrables gn � �hn �n � �� et de noter que la suite
�Z

gn

�
est born�ee puisque incluse

dans �� R h�� ���
Proposition � Soient g � I � RI

�
et f�� ���� fn��� des applications int�egrables de I dans

RI telles que� pour tout n � NI et pour tout x � I� jfn�x�j � g�x�� Alors inf fn et sup fn
sont int�egrables�

D�emonstration � On sait qu�un sup �ni et qu�un inf �ni de fonctions int�egrables est
int�egrable� Les fonctions g 
 inf

p�n
fp et g 
 sup

p�n
fp sont donc int�egrables et comme � �

g 
 inf
p�n

fp � g 
 sup
p�n

fp � �g	 les int�egrales de ces fonctions sont incluses dans ��� �
R
g��

Il su�t ensuite d�appliquer le th�eor
eme de convergence monotone aux suites monotones
de fonctions positives

�
g 
 inf

p�n
fp
�
et

�
g 
 sup

p�n
fp
�
pour voir que inf fn et sup fn sont

int�egrables� �fn�

Th�eor
eme � �convergence domin�ee� Soient f�� ���� fn��� � I � RI des applications int�e�
grables de I dans RI telles que �

a� Pour tout n � NI et pour tout x � I� jfn�x�j � g�x�� o
u g � I � RI
�

est int�egrable�
b� pour tout x � I� on a lim

n��
fn�x� � f�x��

Alors f est int�egrable et

Z
I

f � lim
n��

Z
I

fn

D�emonstration � Posons	 pour x � I	

wn�x� � sup
p�q�n

jfp�x�� fq�x�j

Comme wn � �g	 et que pour tout p� q	 jfp � fqj est int�egrable	 d�apr
es la proposition
pr�ec�edente	 wn est int�egrable� Comme pour tout x	 on a wn�x� 
 � et que wn � �g	 d�apr
es
le th�eor
eme de convergence monotone pour les suites d�ecroissantes	 on a

R
wn � ��

V�eri�ons que f est int�egrable� Fixons � � �� Comme
R
wn � �	 il existe n tel queR

wn 
 ���� Il existe donc �� � J� tel que wn � �� et
R
�� 
 ���� Comme fn est

int�egrable	 il existe une fonction en escalier 	 � I � RI et �� � J� telles que jfn�	j � ��
et
R
�� � ���� Par cons�equent	

jf � 	j � jf � fnj
 jfn � 	j � wn 
 �� � �� 
 ��

�



et
R
�� 
 �� 
 �	 ce qui d�emontre que f est int�egrable� Par cons�equent	 jfn � f j est aussi

int�egrable�

Comme jfn�x�� f�x�j � wn�x�	 on a

Z ��fn � f
�� � Z

wn et donc

Z ��fn � f
��� ��

Comme
��� Z fn �

Z
f
��� � Z

jfn � f j on en d�eduit

Z
fn �

Z
fn�

Contre�exemple � Soit fn �
�

n
�
���n�

� On a	 pour tout n	

Z
fn � �	 par cons�equent

lim
n��

Z
fn � �� D�autre part	 pour tout x	 lim

n��
fn�x� � �	 �on a m�eme convergence

uniforme de �fn� vers � sur RI � et donc

Z
lim
n��

fn � � �� � � lim
n��

Z
fn

Dans cet exemple l�hypoth
ese de domination �il existe g � RI � RI
�

int�egrable telle que	
pour tout n � NI et pour tout x � RI 	 jfn�x�j � g�x�� n�est pas satisfaite�

Exercice � la mesure de Lebesgue� Dans notre approche nous n�avons pas utilis�e la
mesure de Lebesgue� En fait	 on peut utiliser le th�eor
emes de convergence que nous avons
montr�e directement pour construire la mesure de Lebesgue�

On dit que A � RI est mesurable si pour tout n	 la fonction �
A���n�n�

est int�egrable�

On pose alors ��A� � lim
n��

Z
�
A���n�n�

� �����

a� Montrer que tout intervalle est mesurable�

b� Montrer que si pour tout k	 Ak est mesurable et Ak � Ak��	 alors �Ak est mesurable
�appliquer le th�eor
eme de convergence monotone��

c� Montrer que la r�eunion de deux ensembles mesurables est mesurable �utiliser le fait que
�A�B � supf�A� �Bg�� En d�eduire que la r�eunion d�un nombre �ni d�ensembles mesurables
est mesurable	 puis que la r�eunion d�un nombre d�enombrable d�ensembles mesurable est
mesurable�

d� En utilisant le fait que tout ouvert de RI est r�eunion d�enombrable d�intervalles ouverts
deux 
a deux disjoints	 montrer que tout ouvert de RI est mesurable�

e� Montrer que si A est mesurable	 alors cA est mesurable� En d�eduire que tout ferm�e est
mesurable�

f� On dit qu�un ensemble A est n�egligeable s�il est mesurable et si ��A� � �� Montrer que
tout ensemble d�enombrable est n�egligeable� Montrer que si A est n�egligeable et si B � A
alors B est n�egligeable�

��



II � EXEMPLES DE FONCTIONS INTEGRABLES

�� Fonctions continues sur un intervalle compact�

Puisque les fonctions continues sur un intervalle compact sont int�egrables	 elles sont 
a
fortiori Lebesgue�int�egrables� Pour d�emontrer qu�une fonction continue d�e�nie sur un
intervalle compact est Lebesgue int�egrable	 on peut aussi proc�eder directement	 en utilisant
le th�eor
eme de convergence domin�ee�

Th�eor
eme � Soit f � �a� b�� RI une application continue� Alors f est int�egrable�
De plus� si pour tout n� on se donne une subdivision a � xn�� 
 xn�� 
 ��� 
 xn�k 
 ��� 

xn�kn � b de �a� b� dont le pas hn � sup

��k�kn

�
xn�k � xn�k��

�
tend vers � quand n tend vers


�� et si� pour tout n� k on choisit yn�k � �xn�k��� xn�k�� alors

Z
�a�b�

f � lim
n��

nkX
k��

�xn�k � xn�k����f�yn�k�

En particulier

Z
�a�b�

f � lim
n��

b� a

n

nX
k��

f
�
a
 k

b��a
n

�
�

D�emonstration � Posons

fn �
nX

k��

f�yn�k����xn�k�xn�k���

 f�b��

fbg

Notons M � kfk� et g � M��
�a�b�

� Pour tout n	 kfnk � g	 g est int�egrable et pour tout
x � �a� b�	 fn�x�� f�x�� D�apr
es le th�eor
eme de convergence domin�ee	 f est int�egrable et�

Z
�a�b�

f � lim
n��

Z
�a�b�

fn � lim
n��

nkX
k��

�xn�k � xn�k����f�yn�k�

Exemple � Calcul de lim
n��

nX
k��

n

k� 
 n�
�

nX
k��

n

k� 
 n�
�

�

n
�

nX
k��

�

�k�n�� 
 �
� Sous cette forme	 on reconnait la somme de Riemann

de la fonction x� �

� 
 x�
sur ��� ��� On a donc

lim
n��

nX
k��

n

k� 
 n�
�

Z �

�

dx

� 
 x�
�
	
arctanx


�
�
� 
��

��



�� Int�egration sur des intervalles non compacts�

Proposition � Soient a � RI � b ��a�
�� et f � �a� b�� RI � une fonction telle que pour

tout c ��a� b�� f est int�egrable sur �a� c�� Si lim
c�b�c�b

Z
�a�c�

f�t� dt 
 
�� alors f est int�egrable

sur �a� b� et

Z
�a�b�

f�t� dt � lim
c�b�c�b

Z
�a�c�

f�t� dt�

D�emonstration � Soit �cn� une suite strictement croissante de r�eels convergeant vers
b� La fonction f��

�a�cn�
est int�egrable� La suite de fonctions �f��

�a�cn�
� est croissante	�Z

�a�b�

f��
�a�cn�

�
est born�ee	 donc d�apr
es le th�eor
eme de convergence monotone	 f est

int�egrable sur �a� b� et

Z
�a�b�

f�t� dt � lim
n��

Z
�a�cn�

f�t� dt�

Exemple � i� Si a � �� la fonction
�

x�
est int�egrable sur �a�
�� si et seulement si � � ��

ii� Si I est un intervalle born�e de RI et si b est une extr�emit�e de I� la fonction
�

jx� bj�
est int�egrable sur I si et seulement si � 
 ��

D�emonstration � i� En e�et	 la fonction
�

x�
�etant continue	 elle est int�egrable sur tout

intervalle �a� c� avec a 
 c 
 
�� D�apr
es la relation entre primitive et int�egrale	

si � �� ��

Z
�a�c�

dx

x�
�

�� �

c���
� �� �

a���
et	 si � � ��

Z
�a�c�

dx

x
� ln�c�� ln�a�

Z
�a�c�

dx

x�
reste donc born�e si et seulement si � � �	 et on conclut en appliquant l�application

donn�ee 
a la suite du th�eor
eme de convergence monotone� La d�emonstration de ii� est
analogue�

Comparaison s�erie�int�egrale � Soit f � ���
���� RI � d�ecroissante� f est int�egrable

sur ���
�� si et seulement si la s�erie
�P

f�n�
�
converge�

D�emonstration � Pour tout n	 f est d�ecroissante	 donc int�egrable sur �n� n
 ��� D�apr
es

le Th�eor
eme d�interversion s�erie�int�egrale	 f �
��X
n��

f��
�n�n���

est int�egrable sur ���
��

si et seulement si la s�erie
�XZ

������

f��
�n�n���

�
converge� D�autre part	 pour tout t �

��



�n� n 
 ��	 f�n 
 �� � f�t� � f�n�	 d�o
u	 en int�egrant et en utilisant la positivit�e de

l�int�egrale	 f�n 
 �� �
Z
�n�n���

f�t� dt �

Z
������

f��
�n�n���

� f�n�� Par cons�equent	 la

s�erie
�XZ

������

f��
�n�n���

�
converge si et seulement si la s�erie

�P
f�n�

�
converge	 d�o
u

le r�esultat�

Exemple � Soit un �
�

n�
� La s�erie

�P
un

�
est de m�eme nature que

Z ��

�

dx

x�
	 et cette

derni
ere int�egrale converge si et seulement si � � ��

Cas des fonctions de signe quelconque

Proposition � Si f est continue sur RI et si jf j � g avec g int�egrable	 alors f est
int�egrable sur RI �

D�emonstration � En e�et	 les fonctions gn � fj��n�n� sont int�egrables	 et donc les fonctions
fn � f��

��n�n�
sont int�egrables	 et jfnj � g� Le r�esultat se d�eduit donc du th�eor
eme de

convergence domin�ee�

Exemple � La fonction x � sinx

� 
 x�
est int�egrable sur RI car

sinx

� 
 x�
� �

� 
 x�
et

x� �

� 
 x�
est int�egrable sur RI �

�� Exercices�

�� Interversion s�erie�int�egrale� Soit fn � ��� �� � RI � d�e�nie par fn�x� � x�n��� x��

V�eri�er que
XZ

�����

fn �
X �

�n
 �
� �

�n
 �
converge� En d�eduire que la fonction

f �
P

fn est int�egrable et que ln��� �

Z
�����

dx

� 
 x
�

�X
n��

�

�n
 �
� �

�n
 �
�

�� Comparaison s�erie�int�egrale � La constante ��

a� Soit f � ���
���� ���
�� une fonction d�ecroissante�

On pose un �
nX

k��

f�k� �
Z n

�

f�t�dt� Montrer que la suite �un�n�� est d�ecroissante et 
a

termes positifs� En d�eduire que la suite �un� est convergente� Montrer que si � � lim
n��

un	

alors � � un � � � f�n��

��



b� Application � montrer que la suite de terme g�en�eral un � � 

�

�



�

�

 � � �
 �

n
� lnn

converge vers un reel not�e �	 et que � � ��� ��� Montrer que � � un � � � �

n
�

�� Interversion s�erie�int�egrale� Construire une fonction f de RI dans RI �	 int�egrable
au sens de Lebesgue et telle que pour tout n et pour tout intervalle I	 il existe un intervalle
J � I non r�eduit 
a un point tel que pour tout x � J 	 f�x� � n� �Indication � considerer

une suite dense �xn� dans RI et poser f �
�X
n��

n��
�xn����n�xn����n�

��

�� Application du th�eor
eme de convergence domin�ee� Posons fn�x� � sin�nx��
Le but de cet exercice est de montrer que la suite �fn� n�a pas de sous�suite simplement
convergente sur ��� �
��

Supposons qu�il existe f et �nk� tel que lim
k��

fnk�x� � f�x� pour tout x � ��� �
�� Mon�

trer que la fonction f� est int�egrable sur ��� �
� que

Z
������

f� � lim
k��

Z
������

f�nk et queZ
������

f� � lim
k��

Z
������

fnk �fnk��
	 Calculer ces deux limites et en d�eduire une contradic�

tion�

�� Int�egrales impropres� Soit f � �a�
��� RI une application telle que pour tout
x � �a�
��	 f est int�egrable sur �a� x��

a� Montrer que si lim
x��

Z
�a�x�

jf�t�j dt 
 
� existe	 alors f est int�egrable sur �a�
��	

lim
x��

Z
�a�x�

f�t� dt existe	 et est �egal 
a

Z
�a����

f�t� dt �appliquer le th�eor
eme de convergence

domin�ee 
a la suite fn � f��
�a�xn�

	 o
u �xn� est une suite tendant vers 
���

b� On suppose que f�x� �
sinx

x
si x �� � et que f��� � �� Montrer que lim

x��

Z
���x�

f�t� dt

existe	 bien que la fonction f n�est pas int�egrable sur ���
���

�� Int�egrales d�ependant d�un param�etre�

Dans tout ce chapitre	 KI d�esigne le corps RI ou CI � Soient I et J deux intervalles et
f � I 
 J � KI � Soit F � J � KI l�application d�e�nie par

��� F �x� �

Z
I

f�t� x� dt

Pour que F soit d�e�nie	 il faut bien s�ur supposer que pour tout x � J 	 l�application
t� f�t� x� est int�egrable� Nous allons essayer de r�epondre aux probl
emes suivants �

��



� � Si x� f�t� x� est continue	 est ce que F est continue 

� � Si x� f�t� x� est d�erivable	 est ce que F est d�erivable 

Th�eor
eme de continuit�e � Soient I et J deux intervalles et f � I 
 J � KI � On
suppose �

a� Pour tout t � I� la fonction x� f�t� x� est continue en x��
b� Pour tout x � X� la fonction t� f�t� x� est int�egrable�
c� Il existe g � I � RI � int�egrable telle que pour tout x � X et pour tout t � I�
jf�t� x�j � g�t��

Alors la fonction F d�e�nie par ��� est continue en x��

D�emonstration � Il su�t de montrer que si �xn� est une suite de points de X qui converge
vers x�	 alors F �xn� converge vers F �x��� Posons fn�t� � f�t� xn�� D�apr
es a�	 pour tout t	
la suite �fn�t�� converge vers f��t� � f�t� x��� D�apr
es b� les fonctions fn sont int�egrables
et d�apr
es c�	 pour tout n	 jfn�t�j � g�t�� Le th�eor
eme de convergence domin�ee permet de

montrer que F �xn� �

Z
fn�t� dt converge vers F �x�� �

Z
f��t� dt�

Contre exemple � Posons F �x� �

Z
RI �

tx� exp ��tx� dt� On a

F ��� � � �� � � lim
x���x��

F �x�

Pourtant la fonction x � tx� exp ��tx� est continue	 et pour tout x � �	 la fonction
t � f�t� x� est int�egrable� Cet exemple montre la n�ec�essit�e de l�hypoth
ese de domination
c��

Th�eor
eme de d�erivabilit�e � Soient I et J des intervalles ouverts de RI et f � I 
 J �
KI � On suppose �

a� Pour tout t � I� la fonction x� f�t� x� est d�erivable sur J �
b� Pour tout x � J � lafonction t� f�t� x� est int�egrable sur I�
c� Il existe g � I � RI � int�egrable telle que pour tout x � J et pour tout

t � I� j�f
�x

�t� x�j � g�t��

Alors la fonction F d�e�nie par ��� est d�erivable sur I et� pout tout x � I�

F ��x� �

Z
I

�f

�x
�t� x�dt

D�emonstration � Tout d�abord F est bien d�e�nie gr�ace 
a la condition b�� Fixons x� � I�
Il existe � � � tel que K � �x�� �� x�
 �� � I� Soit �hn� tel que pour tout n	 x�
hn � K�
Posons �

gn�t� �
�

hn

�
f�t� x� 
 hn�� f�t� x��

�
��



D�apr
es l�in�egalit�e des accroissements �nis	 jgn�t�j � sup
x	K

j�f
�x

�t� x�j � g�t�� D�autre part	

lim
n��

gn�t� �
�f

�x
�t� x�� D�apr
es le th�eor
eme de convergence domin�ee	 t � �f

�x
�t� x� est in�

t�egrable et

Z
I

�f

�x
�t� x�d��t� � lim

n��

Z
I

gn�t�d��t� � lim
n��

F �x� 
 hn�� F �x��

hn
� Ceci �etant

vrai pour toute suite �hn� tendant vers �	 on en d�eduit que F est d�erivable en x� et que

F ��x� �

Z
I

�f

�x
�t� x�d��t��

Exemple � Soit f continue par morceaux	 int�egrable sur RI � Posons

bf�x� � Z
RI
f�t� exp �itx� dt

Alors bf est continue et born�ee sur RI N � En e�et	 la fonction x� f�t� exp �itx� est continue
par morceaux	 t� f�t� exp �it�x� est continue par morceaux et jf�t� exp �itx�j � jf�t�j avec
jf j int�egrable	 les hypoth
eses du corollaire sont donc satisfaites� bf est donc continue et

j bf�x�j � Z
RI
jf�t� exp �itx�j dt � kfk��

Soit maintenant la fonction f d�e�nie par f�t� � exp ��t���� � f est continue et

int�egrable sur RI 	 donc	 d�apr
es ce qui pr�ec
ede	 bf est continue� Nous allons calculer
� bf��	

puis d�eterminer explicitement bf � Montrons que bf est d�erivable � En e�et	 la fonction x�
f�t� exp �it�x� est d�erivable	 t � f�t� exp �it�x� est int�egrable et

��� �
�x

�
f�t� exp �it�x�

���� �
t exp ��t���� qui est int�egrable	 les hypoth
eses du th�eor
eme sont donc satisfaites� bf est
donc d�erivable et � bf���x� � Z

it� exp ��t���� exp ��it�x� dt

En int�egrant par parties	 �on d�erive exp �it�x� et on int
egre t� exp ��t�����	 on obtient �

� bf���x� � i

Z
exp ��t����ix� exp �it�x� dt � x bf�x�

La fonction bf satisfait donc l��equation di��erentielle y� � �xy	 dont la solution g�en�erale est

y�x� � C exp ��x����	 d�o
u bf�x� � bf��� exp ��x����	 avec bf��� � Z
exp ��t����dt �

p
�
�

��



ANNEXE� PREUVE DU LEMME SOMMATOIRE

Lemme � Soient I�� I�� ���� In� ���� J�� J�� ���� Jn� ��� des intervalles 
resp� des pav�es� et

a�� a�� ���� an� ���� b�� b�� ���� bn� ��� des r�eels positifs tels que les s�eries
� �X
n��

an�m�In�
�
et

� �X
n��

bn�m�Jn�
�
soient convergentes� Si pour tout x � RI �

�X
n��

an�In
�x� �

�X
n��

bn�Jn
�x��

alors
�X
n��

an�m�In� �
�X
n��

bn�m�Jn��

D�emonstration � Fixons � 
 � 
 �� Il existe N� tel que

N�X
n��

an�m�In� �
�X
n��

an�m�In�� �

Pour k � �� �� ���� N�	 il existe des pav�es compacts I �k � Ik tels qu�on ait encore
N�X
n��

an�m�I �k� �
�X
n��

an�m�In� � �� L�ensemble K �

N��
k��

I �k est compact comme r�eu�

nion deN� pav�es compacts� D�autre part	 il existe des pav�es ouverts J �n � Jn tels que
�X
n��

bn�m�J �n� 

�X
n��

bn�m�Jn� 
 � �choisir J �n � Jn tel que bn�m�J �n� 
 bn�m�Jn� 
 ���n��

Posons

Un �
�
x � K� ��� ��

N�X
k��

ak�I�
k

�x� �
nX
���

b��J�
�

�x�
�

�Un� est une suite croissante d�ouverts de K et K �
��
k��

Un� Par compacit�e de K	 il existe

N� tel que K � UN�
� On a donc �

�x � K ��� ��
N�X
k��

ak�I�
k

�x� �
N�X
���

b��J�
�

�x�

Par positivit�e de l�int�egrale pour les fonctions en escalier �

��� ��

N�X
k��

ak�m�I �k� �
N�X
���

b��m�J ��� �
�X
���

b��m�J ���

Par cons�equent

��� ��
� �X
n��

an�m�In�� �
�
�

�X
���

b��m�J�� 
 �

��



Ceci �etant vrai pour tout � � �	 on en d�eduit l�in�egalit�e du lemme�

Th�eor
eme � Soit f � I � RI int�egrable� alors S�f� � I�f� 
nous noterons

Z
I

f�x� dx

cette valeur commune�� avec �

S�f� �� sup
n �X
n��

an�m�In�� les an sont n�egatifs sauf un nombre �ni� la s�erie

�X
an�m�In�

�
est convergente et

�X
n��

an�In
� f

o

I�f� �� inf
n �X
n��

bn�m�Jn�� les bn sont positifs sauf un nombre �ni� la s�erie

�X
bn�m�Jn�

�
est convergente et

�X
n��

bn�Jn
� f

o

De plus� si � � �� 	 � I � RI en escalier� cn � � et In des intervalles et si �

	�
�X
n��

cn�In
� f � 	


�X
n��

cn�In
et

�X
n��

cn�m�In� 
 �

alors
��� Z 	�

Z
f
��� � ��

D�emonstration � En utilisant la d�e�nition de I�f� et S�f�	 on a �

��� I�f� �
Z

	

�X
n��

cn�m�In� �
Z

	�
�X
n��

cn�m�In� 
 �� � S�f� 
 ��

Ceci �etant v�eri��e pour tout � � �	 on a I�f� � S�f��

D�autre part	 si
�X
n��

an�In
� f �

�X
n��

bn�Jn
	 alors	

�X
n��

a�n�In



�X
n��

b�n�Jn
�

�X
n��

b�n�Jn



�X
n��

a�n�In

o
u	 pour � � RI on pose �� � supf�� �g et �� � supf��� �g� D�apr
es le lemme	

�X
n��

a�nm�In� 


�X
n��

b�nm�Jn� �
�X
n��

b�nm�Jn� 


�X
n��

a�nm�In�

��



Par cons�equent	
�X
n��

an�m�In� �
�X
n��

bn�m�Jn�� En prenant le sup dans le premier membre

et l�inf dans le deuxi
eme membre	 S�f� � I�f�	 et donc I�f� � S�f�� De plus	 ��� montre

que
��� Z 	�

Z
f
��� � ��

Positivit�e de l�int�egrale � Si f est int�egrable et si f � �� alors

Z
f � ��

D�emonstration � Si f est int�egrable et f � �	

Z
f � I�f� est un inf de quantit�es pos�

itives �car si les bn sont positifs sauf un nombre �ni	 si
�P

bn�m�Jn�
�

est convergente

et si
�X
n��

bn�Jn
� f � �	 alors d�apr
es le lemme	

�X
n��

b�n �m�Jn� �
�X
n��

b�n �m�Jn�	 et donc

�X
n��

bn�m�Jn� � ���

Remarque � Toute la th�eorie de l�int�egrale de Lebesgue des fonctions d�e�nies sur un inter�
valle de RI se g�en�eralise sans di�cult�e aux fonctions d�e�nies sur RI N 	 et les d�emonstration
sont identiques�

Note bibliographique � Cette pr�esentation se trouve dans les notes de cours de �mesure
et int�egration� que j�ai d�elivr�e 
a l�universit�e de Bordeaux durant l�ann�ee scolaire �����
��� Ces notes ont fait l�objet d�un polycopi�e disponible 
a l�imprimerie de l�U� F� R� de
Math�info� de l�universit�e de Bordeaux I� Les notes pr�esent�ees ci�dessus constituent dans
ce polycopi�e une introduction �concr
ete� 
a l�int�egrale de Lebesgue	 et sont suivies de
l�int�egrale de Lebesgue �abstraite�	 qui elle est bas�ee sur la th�eorie de la mesure et qui se
trouve trait�ee dans de nombreux livres d�int�egration de Licence�

��


