L’ INTEGRALE DE LEBESGUE SUR UN INTERVALLE DE IR,
TELLE QU’ELLE PEUT ETRE ENSEIGNEE EN LICENCE

Par Robert DEVILLE

1) Intégration des fonctions en escalier.

Soit I un intervalle de IR.. Nous dirons qu’une fonction ¥ : I — IR est en escalier s’il

n
existe des intervalles bornés Iy, I5,....I, C I et c1, ca, ..., cn € R tel que ¢ = ch.xlk.
k=1

n n
On sait définir 'intégrale des fonctions en escalier par Z Ck-X;, = Z m(Iy).ck, o, si
Ig=1 k=1
I est un intervalle d’extrémités a,b, m(I) = b — a € [0, +o0o| désigne la longueur de I.

Propriétés de l’intégrale des fonctions en escalier :

1) L’intégrale de f ne dépend pas de la représentation choisie.

2) linéarité : Si f et g sont des fonctions en escalier et si a et 3 sont des réels, alors
af + PBg est une fonction en escalier et /af+ﬁg = oz/f+ﬂ/g

3) positivité : Si f et g sont des fonctions en escalier a valeurs réelles et si f < g, alors

/ f< / g-

4) St f:Q — R est en escalier, alors |f|: Q — IR est en escalier et /f‘ < /|f|
Une fonction f est dite intégrable si elle peut étre “approchée” par une suite de

fonctions en escalier et l'intégrale de f est alors la limite des intégrales des fonctions en

escalier qui approchent f. On souhaite que 'intégrale ainsi définie ait les mémes propriétés

que lintégrale des fonctions en escalier (linéarité, positivité...). De plus, Dans de nombreux

problémes, il est utile d’avoir des conditions, facile & vérifier, pour s’assurer que si (f,) est

une suite de fonctions intégrables vérifiant ces conditions, alors lim f,, est intégrable et
n—o0

on peut intervertir limite et intégrale : / lim f,(z)dx = lim / fn(x) de.
I n—>00 — 00 I

Voici une premiere définition possible de fonctions intégrables :



2) L’intégrale au sens de Riemann.

Définition 1 : Une fonction f : I — IR est dite Riemann-intégrable si, pour tout
e > 0, il existe . : I — IR en escalier, des intervalles ouverts Iy, I, ..., I et des reels
c1,Co,...,cn > 0 tels que :

1) Pour tout =z € R, |f(x)

) /Iv,b(x) dr = ch.m(In) < e

Les ¢, et les I,, dépendant bien sur aussi de €. L’intégrale de f est alors définie par

nxfn = 1()

||M2

/If(:r o= liny [ (o)t

(bien entendu, il faut justifier que cette limite existe et qu’elle ne dépend pas de la suite
de fonctions en escalier approchant f choisie). Le seul théoreme de convergence, d’ailleurs
facile a démontrer, dont on dispose dans le cadre de 'intégrale de Riemann, est le suivant:

Théoreme 1 : Si I est borné, si fi,..., fn... : I = IR sont Riemann-intégrable sur I et
si f est limite uniforme de la suite (f,) sur I, alors f est Riemann-intégrable sur I et

n—>00

/If(x) dr = lim Ifn(x) dx

Ce théoreme permet de montrer que toute fonction continue sur un intervalle fermé borné
[a, b] est intégrable sur [a, b], mais on a :

Exemple : Soit f :[0,1[— IR une fonction continue croissante telle que

w—)lil,,grvl<1 f(z) = +o00 et x—)lllr,rxl<1/0 f(t)dt < oo

1
ar exemple, f(x) = . Pour tout = € |0, 1], f est Riemann-intégrable sur |0, x|.
(p ple, f(z) m) [0, 1], f g [0, 2]

Comme f est non bornée sur [0,1[, f ne peut pas étre Riemann-intégrable sur [0,1].
Par conséquent, si on pose f, = f.X[0,1—1/n], Chacune des fonctions f, est Riemann-

intégrable, la suite (f,) est croissante, f = lim f, et lim / fn(x) dx < 0o, mais f n’est
n—00 n—00

pas Riemann-intégrable.



3) Définition de l’intégrale au sens de Lebesgue.

Définition 2 : Une fonction f : I — TR est dite Lebesgue-intégrable si, pour tout
e > 0, il existe ¢ : I — IR en escalier, des intervalles Iy, I5, ..., I,,... C I et des reels
C1,C2y eevy Cpy .. > 0 tels que :

1) Pour tout z €I, |f(z)— Z X, (T) = ()

/@b(ac) dx = Z en-m(ly) < e

Les ¢, et les I,, dépendant bien sur aussi de €. L’intégrale de f est alors définie par

/f iz = iy [ oe(a)da

(bien entendu, il faut justifier que cette limite existe et qu’elle ne dépend pas de la suite de
fonctions en escalier approchant f choisie). Par la suite nous dirons “intégrable” au lieu
de “Lebesgue-intégrable”.

Exemple 1 : Nous reprenons l’exemple décrit ci dessus : Soit f : [0,1[— IR une fonction
continue croissante telle que

r—1,z<1 rz—1,z<1

lim f(z) = +o0 et lim /:E f(t)dt < oo
0

Observons ce qui se passe sur ce exemple : Notons I,, = {z € [0,1[; f(z) € [ne, (n+ 1)e[}.

Les I, sont des intervalles contigus formant une partition de [0, 1], et pour tout p, U I,
p>n

est un intervalle de la forme [z,,1[, ou (x,) est une suite croissante convergeant vers 1.
oo

Fixons ¢ > 0 et p > 1. On définit p; = Zne.xlu et py = Z(n + 1)e.x, . ©1 est en
n=0 n=0
escalier sur [0, 1] et o1 < f < 3. D’ol, en posant p = @1 et 1 = @y — 7 :

1) Pour tout = € [0,1/p], |f(x) —@(x)| <t = @2 — @1 =€+ Zns.x,n
n>p

CommeZnex, <f,0naZnem /Znex, _/ f — 0 quand p — co.

n>p n>p n>p ['Tlhl[
Par conséquent, pour p assez grand,

/¢—6+Znem ) < 2

Les conditions 1) et 2) montrent que f est Lebesgue intégrable sur [0, +o00].
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Exemple 2 : Nous reprenons I'exemple décrit ci dessus : Soit f : [0, +0o[— R™** une
fonction décroissante telle que

Cette fonction est bien Lebesgue intégrable sur [0, +00[ comme le montre un simple dessin.

Ce qui gene dans la définition de la Riemann-intégrabilité pour montrer que f =
nli)n;o f-X[0,2,] €st intégrable (avec x, = 1 —1/n dans le premier exemple et x,, = n dans
le deuxieme exemple), c’est d’imposer a la fonction ¢ d’étre une combinaison linéaire
finie d’indicatrices d’intervalles. Il ne peut donc pas exister de “bons” théoremes de
convergence dans la théorie de I'intégrale de Riemann. Le fait que ¢ soit une combinaison
linéaire infinie d’indicatrices d’intervalles dans la définition de Lebesgue-intégrabilité est
une condition beaucoup plus naturelle qui permet d’obtenir les théorémes de convergence
suivants :

Théoréme : (convergence monotone) Soit (g,) une suite croissante de fonctions inté-
grables de I dans IR, et g = supg, (a priori, g est donc a valeurs dans IR U {400} ).

Alors g est intégrable sur I si et seulement si la suite (/ gn) est bornée, et dans ce cas,

/Ig(x) dr = lim [ g,(x)dx.

n—>00 I

Théoréme : (convergence dominée) Soient fy,..., fn... : I — IR des applications inté-
grables de I dans IR telles que :

a) Pour tout n € IN et pour tout x € I, |fn(z)| < g(z), ot g: I — R est intégrable.
b) pour tout x € I, on a lim f,(z) = f(z).
— 00
Alors f est intégrable et/f(x) de = lim [ f,(x)dx
T I

n— 00

Dans la définition des fonctions Lebesgue intégrables, nous avons écrit un peu librement
J 9. Cela demande une justification :

Définition : On note

Jt = {w; 5,15, ..., 1, ... € C, dcy,co,...,Cpy ... > 0 tels que

Y=Y cax,, €6 Y cnm(ly) < +oo}
n=1 n=1

et, pour 1) € J+, /w(x) dor = Z cn-m(Iy). /w(x) dx ne dépend pas de la facon d’écrire

oo

Y(x)de = E cnX,, - Ceci provient du lemme suivant, que nous démontrerons en annexe :

n=1



Lemme sommatoire : Soient I, 1>, ..., I,,....,J1,Jo, ..., J,, ... des intervalles et

oo
1y G2y eeny Qpyy oeey D1, b2y ooy by oo des Téels positifs tels que les séries (Z an.m(In)> et

n=1

oo oo oo
(Z bn.m(Jn)) soient convergentes. Si pour tout x € IR, Z anX,, () < anxjn (x),
n=1 n=1

n=1

alors Zan.m(In) < Z bp-m(Jy,).
n=1 n=1

Grace au lemme sommatoire, on peut aussi montrer les propriétés suivantes, ainsi que le
théoreme suivant :

-Sivngae T alors [pitva= [+ [

oo oo
- - Plus généralement, si 91, ..., Yp,... € I et si Z /@bn < 400, alors Z@bn cJ"
n=1 n=1

et/gwnzg/wn.

Théoréme : Soit f: I — IR intégrable, alors /f(ac) de = S(f) = I(f), avec :
I

oo
S(f) :=sup { Z an-m(Iy,); les a, sont négatifs sauf un nombre fini, la série
n=1

oo
(Z an.m(I,)) est convergente et Zanxfn < f}

n=1

I(f) :=inf { Z bn-m(Jy,); les b, sont positifs sauf un nombre fini, la série
n=1

(Z bn.m(Jy,)) est convergente et anxjn > f}

n=1

4) Propriétés de ’intégrale.

1) linéarité : Si f est intégrable et si « € R, alors af est intégrable et /af =aff.
Si f,g:Q — IR sont intégrables, alors f + g est intégrable et /f+g = /f+ /g.
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Démonstration : Pour montrer que f + g est intégrable, revenons a la définition. Comme
f est intégrable, il existe ¢, : & — R en escalier et 1, € T, tels que ||f — ol < ¥y
et [, — 0. Comme g est intégrable, il existe g, : Q@ — IR en escalier et 1, € J T, tels
que [lg — @g,nll < Vgn et [Ygn — 0. Par conséquent, |[f +9 —@fn — Pgnll < ¥fn+tgn
et [ frn+Vgn=[tfn+ [gn — 0 ce qui nous montre que f + g est intégrable et que

f+g= lim /Wf,n+909,n: lim /‘Pf,n+ lim /Wg,n:/f+/9'
n—00 n—00 n—00

2) positivité : Si f est intégrable et si f > 0, alors /f > 0.

Si f et g sont intégrables et si f < g, alors /f < /g.

Démonstration : Le premier point est démontré en annexe. Si f et g sont intégrables et si

f <g,alors g — f >0, donc /g — f > 0, et, par linéarité, /f < /g.

3) Treillis : Si f : I — R est intégrable, alors f* et f~ sont intégrables.

/If(x)dx‘ S/I|f(x)|dx.

Si f,g: 1 — IR sont intégrables, alors inf(f,g) et sup(f,g) sont intégrables.

Si f: I — IR est intégrable, alors |f| est intégrable et

Démonstration : Pour montrer que fT est intégrable, revenons & la définition. Fixons
e > 0. Comme f est intégrable, il existe ¢ : I — IR en escalier et 1p € JT, tels que
[f=wl <¢et [¢ <e Comme |ft—ot| < |f—o|, [f—0 [ < [f—plet|[fl-lol| < |f-¢l
onaaussi: [fft—ot| <o, |f7—p | <yet||f]—|ol|| < par conséquent fF, f~ et |f]
sont intégrables. De plus, si f est & valeurs dans R, comme f = f*—f~ et |f| = fT+f7,
par linéarité de I'intégale, on a :

Jal=| o= [l <l [eels| [ = [ors [ = [ 0o = [1n

Si f et g sont intégrables, alors sup(f,g) = (f —g)" + g et inf(f,g) = —sup(—f, —g) sont
intégrables.

4) Approximation : i) Si f : I — IR est intégrable et ¢ > 0, il existe g en escalier tel
e [1f =l <

ii) Si f est intégrable positive et si /f < a, alors il exviste v € JT telle que f < 1 et
[ <a.

Démonstration : i) Si f est intégrable et € > 0, il existe g en escalier tel que

oo oo
|f—gl < ZCnX,n et ch.m(In) <e
n=1 n=1
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Comme f et g sont intégrables, la fonction |f — g| est intégrable, et, par définition de

I(f=gl), JIf —gl<e
ii) Fixons 0 < ¢ < v — / f. Comme f est intégrable, il existe une fonction en escalier ¢,
et 1 € JT telles que |f — | < ¢ et [ <e/2. Comme f > |p| — 1, on a, par définition
de S(f), /|<p| / /f. La fonction |p| + ¢ est dans JT, 0 < f < |p| + ¢ et
Jlel+¢=[lel+[d < [f+e/2+e/2<a

5) Intégrales et primitives.

Définition : Soit f : [a,b] — IR. On appelle primitive de f une fonction F', continue
sur [a, b], dérivable sur ]a, b, qui vérifie F' = f sur ]a, b[.

Proposition :  (Intégrale et primitive) Soit f une fonction continue de [a,b] dans RR.

Alors la fonction F : [a,b] — IR définie par F(z) = / f est une primitive de f.

[a,z]

Démonstration : Comme f est continue sur le compact [a, b], il existe une constante M > 0
telle que pour tout = € [a,b], [f(z)] < M. Comme |f.x, | < Mx, , en intégrant,

‘/ f—/ f‘ = ‘/f-x[w,y] < /|f.x[w,y]| < Mly—=z|. F est donc M-Lipschitzienne,
[a,y] [a,z]
donc continue sur [a, b]. De plus, pour z €la, b[

O

qui démontre que F est dérivable en x et que F'(z) = f(z).

F(z+h) — F(z) B
=2 =

< sup {|£(y) = F(@)l; ly — o] < [B]} — 0 quand b — 0, ce

Corollaire : Soit u une fonction de classe Ct sur lintervalle [a,b]. Alors

/[ ) u'(t) dt = u(b) — u(a)

Démonstration : En effet / o' (t)dt et u(x) — u(a) sont deux primitives de u' qui
[a,z]
s’annulent en a, donc elles coincident.

6) Les théorémes de convergence.




Théoréme : (Interversion série-intégrale) Soit (f,) une suite de fonctions intégrables de

I dans R . Alors f=>_ fn est intégrable si et seulement si Z/fn < oo et dans ce

" [Sn-x/n

n>1 n>1

Démonstration : St Y. [ f, = +oo, f = >0, fn ne peut pas étre intégrable sinon on
aurait, pour tout n, co > [ f> [YV_ fu =Y, [ fx — oo, contradiction.

Siy> [ fn < 400, fixons e > 0. Tl existe Ny tel que pour tout N > Ny, > ) [ fr <e/2.
Fixons ai > [ fi tel que > = N41Qk < €/2. Pour chaque k, comme fj, est intégrable et

positive, il existe des fonctions ¢y, € J+ telles que fi < ¢y, et [, < a. Comme Zkzl I
est intégrable, il existe ¢ en escalier et 1) € J T telles que ‘ ch\rzl fr— 90‘ <tet [ <e/2.
On a donc :

|f =l < Z fk‘f“ka_‘P‘ > k¢

k=N+1 k=N+1
avec
/( ) /wk+/w< S apte/2<e
k=N+1 k=N+1 k=N+1

La fonction f est donc intégrable et ‘ Ir—17 90‘ < e. Comme on a aussi, par définition de

(52

‘/w—/éfk‘ﬁ/w—éfﬂﬁ/leE

on en déduit que ‘ff — focvzl fk‘ < 2¢. Par linéarité de l'intégrale on a fszzl e =
Zszl f fr- On a donc montré que pour tout ¢ > 0, il existe N tel que pour tout N > Ny,

XX S = S S ] S 25 Atalimite, [S50 fi = X2, [ fie

Théoréme : (convergence monotone) Soit (g,) une suite croissante de fonctions inté-
grables de I dans IR, et g = supg,. Alors g est intégrable si et seulement si la suite

</ gn> est bornée, et dans ce cas, /g(m) dr = lim /gn(a;) dzx.
I n— 00 I

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoreme d’interversion série-intégrale aux fonc-
tions positives intégrables f, = g, — gn—1 (n > 1), avec fo = go.

8



Théoréme : (convergence monotone pour les suites décroissantes) Soit (hy,) une suite
décroissante de fonctions intégrables de I dans IR et h = inf h,,. Alors h est intégrable

et / h = lim [ h,.
I n— 00 I
Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoreme de convergence monotone aux fonctions

intégrables g, = —h,, (n > 0) et de noter que la suite ( / gn) est bornée puisque incluse
dans [— [ ho,0].

Proposition : Soient g : I — R et f1y.ees fr--- des applications intégrables de I dans
IR telles que, pour tout n € IN et pour tout = € I, |f,(z)| < g(x). Alors inf f,, et sup f,
sont intégrables.

Démonstration : On sait qu'un sup fini et qu’'un inf fini de fonctions intégrables est

intégrable. Les fonctions g + igf fp et g + sup f, sont donc intégrables et comme 0 <
p=n p<n

g+ ir<1f fp < g+sup f, < 2g, les intégrales de ces fonctions sont incluses dans [0,2 [ g].
p<n p<n

Il suffit ensuite d’appliquer le théoreme de convergence monotone aux suites monotones
de fonctions positives (g + igf fp) et (g + sup fp) pour voir que inf f,, et sup f,, sont
p<n p<n

intégrables. (fy)

Théoréme : (convergence dominée) Soient f1,..., fn... : I — IR des applications inté-
grables de I dans IR telles que :

a) Pour tout n € IN et pour tout x € I, |fn(x)| < g(z), ot g: I — R est intégrable.

b) pour tout z € I, on a nlgrolo fu(z) = f(x).

— 00

Alors f est intégrable et/f = lim [ f,
I I

Démonstration : Posons, pour x € I,

wn(z) = sup |fp(z) — fo()]

p,g>n

Comme w,, < 2g, et que pour tout p,q, |f, — f,| est intégrable, d’apres la proposition
précédente, w,, est intégrable. Comme pour tout x, on a w,(z) | 0 et que w,, < 2g, d’apres
le théoréme de convergence monotone pour les suites décroissantes, on a [ wy, — 0.
Vérifions que f est intégrable. Fixons ¢ > 0. Comme [w, — 0, il existe n tel que
Jw, < ¢e/2. 1l existe donc ¢; € JT tel que w, < 1 et [¢1 < /2. Comme f, est
intégrable, il existe une fonction en escalier ¢ : I — IR et 1o € J 7 telles que |f,, — | < 1o
et [, <e/2. Par conséquent,

\f =l <|f = fal +1fn— 0] Swn + 12 <Y1+

9



et [ 11 + 19 < e, ce qui démontre que f est intégrable. Par conséquent, |f, — f] est aussi
intégrable.

Comme |f,(z) — f(z)| < wn(x),ona/‘fn—f‘ g/wn et donc/‘fn—f‘—>0.

Cmm”/h—/ﬂS/ﬁ%ﬁ%mm%@ﬁ/h%/h.

1
Contre-exemple :  Soit f, = —X,, ;- On a, pour tout n, /fn = 1, par conséquent
RAICH

lim [ f, = 1. D’autre part, pour tout z, lim f,(z) = 0, (on a méme convergence
n— o0

uniforme de (f,) vers 0 sur IR) et donc

/1mym:0%1:1m{/ﬁ
1—00 n—00

Dans cet exemple ’hypothese de domination “il existe g : IR — R intégrable telle que,
pour tout n € IN et pour tout z € R, |f,(z)| < g(z)” n’est pas satisfaite.

Exercice : la mesure de Lebesgue. Dans notre approche nous n’avons pas utilisé la
mesure de Lebesgue. En fait, on peut utiliser le théoremes de convergence que nous avons
montré directement pour construire la mesure de Lebesgue.

On dit que A C IR est mesurable si pour tout n, la fonction x . _, ., est intégrable.
On pose alors p(A) = lim /xm[_n o € 10,00]
n—00 ’

a) Montrer que tout intervalle est mesurable.

b) Montrer que si pour tout k, Ay est mesurable et Ay C Ag41, alors UAg est mesurable
(appliquer le théoréme de convergence monotone).

¢) Montrer que la réunion de deux ensembles mesurables est mesurable (utiliser le fait que
Xaus = sup{xa,xs}). En déduire que la réunion d’un nombre fini d’ensembles mesurables
est mesurable, puis que la réunion d’un nombre dénombrable d’ensembles mesurable est
mesurable.

d) En utilisant le fait que tout ouvert de IR est réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux a deux disjoints, montrer que tout ouvert de IR est mesurable.

e) Montrer que si A est mesurable, alors A est mesurable. En déduire que tout fermé est
mesurable.

f) On dit qu’'un ensemble A est négligeable s’il est mesurable et si u(A) = 0. Montrer que
tout ensemble dénombrable est négligeable. Montrer que si A est négligeable et si B C A
alors B est négligeable.
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IT - EXEMPLES DE FONCTIONS INTEGRABLES

1) Fonctions continues sur un intervalle compact.

Puisque les fonctions continues sur un intervalle compact sont intégrables, elles sont a
fortiori Lebesgue-intégrables. Pour démontrer qu'une fonction continue définie sur un
intervalle compact est Lebesgue intégrable, on peut aussi procéder directement, en utilisant
le théoreme de convergence dominée.

Théoreme : Soit f : [a,b] = R une application continue. Alors f est intégrable.
De plus, si pour tout n, on se donne une subdivision a = T, 0 < Tp1 < ... < Tpg < ... <

Tk, = b de[a,b] dont le pas h, = sup {:J:nyk — !En,k—l} tend vers 0 quand n tend vers
1<k<kn,

+00, et si, pour tout n,k on choisit yn k € [Tn k—1, Tn k|, alors

ng
/ f=1m > (vnr — Tnn-1)-f Yn)
[a,b] n— 00 1
o L b—a b— —a
En particulier f= lim —— Z f(a +k )
[a,b] n—>00 n 1 n

Démonstration : Posons

n

.fn = Z f(yn’k)'x[wn,k’wn,k+1[ + f(b)X{b}

k=1

Notons M = |[|f[| et g = M.x,, ,,- Pour tout n, [|f,[| < g, g est intégrable et pour tout
x € [a,b], fn(x) = f(x). D’apres le théoreme de convergence dominée, f est intégrable et:

ng
- n
Exemple : Calcul de nlgr;o kz_:l [EEwh
~n 1 « 1
kz_:l s = ; W Sous cette forme, on reconnait la somme de Riemann
de la fonction z — sur [0,1]. On a donc
1+ a2

n 1
. n dx 1
2 e = [ T = [awenaly = oy
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2) Intégration sur des intervalles non compacts.

Proposition : Soient a € R, b €|a, +0] et f : [a,b[— RT une fonction telle que pour

tout ¢ €la, b, f est intégrable sur[a,c]. Si libm , f(t)dt < 400, alors f est intégrable
cbc<b J[g,c]
sur [a,b] et ft)dt = 1lim f(t)dt.
[a,b] ¢20:e<b Jlae]

Démonstration : Soit (c,) une suite strictement croissante de réels convergeant vers
b. La fonction f.x, ., est intégrable. La suite de fonctions (f.x,, . ) est croissante,

( X Cn]) est bornée, donc d’apres le théoreme de convergence monotone, f est
[a.b] ’

intégrable sur [a, b et f(t)dt = lim f(t)dt.

[avb[ n—oo [aycn]

1
Exemple : i) Sia > 0, la fonction — est intégrable sur [a, +0oo| si et seulement si o > 1.
x

ii) Si I est un intervalle borné de IR et si b est une extrémité de I, la fonction W
.T J—
est intégrable sur I si et seulement si a < 1.

Démonstration : i) En effet, la fonction — étant continue, elle est intégrable sur tout
x

intervalle [a, ¢] avec a < ¢ < +00. D’apres la relation entre primitive et intégrale,

. dry 1l—-a 11—« . dr
sioa#l, /[ac]_: o s et,si a=1, /[a — =In(c) — In(a)

o
xr <l xr

dx , . . . , .
— reste donc borné si et seulement si v > 1, et on conclut en appliquant 'application
[a,c] ¥

donnée a la suite du théoreme de convergence monotone. La démonstration de ii) est
analogue.

Comparaison série-intégrale : Soit f : [0, +oco[— IRT décroissante. f est intégrable

sur [0, +oo[ si et seulement si la série (Z f(n)) converge.

Démonstration : Pour tout n, f est décroissante, donc intégrable sur [n,n + 1]. D’apres
400

le Théoreme d’interversion série-intégrale, f = Z J-X(n.nsay €8t intégrable sur [0, +o0[

n=0

si et seulement si la série (Z/ X n+1[> converge. D’autre part, pour tout ¢t €
[0,-+00] ’
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[n,n+ 1], f(n+ 1) < f(t) < f(n), dou, en intégrant et en utilisant la positivité de
I'intégrale, f(n + 1) < /[ Jrl[f(t) dt = /[ . [f.x[n,nﬂ[ < f(n). Par conséquent, la

série (Z/ f.x[n,nJrl[) converge si et seulement si la série (Z f(n)) converge, d’ou
0,400

le résultat.

. 1 . R T dge
Exemple : Soit u, = —. La série (Z un) est de méme nature que / —, et cette
n 1 x

derniere intégrale converge si et seulement si o > 1.
Cas des fonctions de signe quelconque

Proposition : Si f est continue sur IR et si |f| < g avec g intégrable, alors f est
intégrable sur IR.

Démonstration : En effet, les fonctions g, = f| .y Sont intégrables, et donc les fonctions
fn = F-x_,.., sont 1ntegrables et |fn] < g. Le Tésultat se déduit donc du théoreme de
convergence dominée.

sin x sin x 1
est intégrable sur IR car et
& 1+22 = 1+ a2

Exemple : La fonction z — 5
x

T —

T a2 est intégrable sur IR.
x

3) Exercices.

1) Interversion série-intégrale. Soit f, : [0,1] — R ™ définie par f,(z) = 2?"(1 — z).

1 1
Vérifier que Z / o = Z 1 mio converge. En déduire que la fonction

dx > 1 1
= » est intégrable et In(2) = = N '
[ =>_ fn est intégrable et que In(2) /[0’1]1+$ 22n+1 2n + 2

n=1

2) Comparaison série-intégrale : La constante +.

a) Soit f : [0, +00[— [0, +00[ une fonction décroissante.
n n
On pose u,, = Zf(k) - / f(t)dt. Montrer que la suite (uy),>1 est décroissante et a
1

termes positifs. En déduire que la suite (uy) est convergente. Montrer que si £ = lim u,,
n— oo
alors 0 < u,, — £ < f(n).

13



b) Application : montrer que la suite de terme général u,, = 1 + 3 + 3 +--4+——1nn
n

converge vers un reel noté v, et que v € [0,1]. Montrer que 0 < u, —y < —.
n

3) Interversion série-intégrale. Construire une fonction f de R dans IR, intégrable

au sens de Lebesgue et telle que pour tout n et pour tout intervalle I, il existe un intervalle

J C I non réduit & un point tel que pour tout x € J, f(x) > n. (Indication : considerer
oo

une suite dense (z,) dans IR et poser f = Z n.x,

n=1

xp—1/2™,xpn+1/2"] ')

4) Application du théoréme de convergence dominée. Posons f,(z) = sin(nz).
Le but de cet exercice est de montrer que la suite (f,,) n’a pas de sous-suite simplement
convergente sur [0, 27].

Supposons qu’il existe f et (ng) tel que klim fn, () = f(z) pour tout = € [0,2r]. Mon-
— 00

trer que la fonction f? est intégrable sur [0, 2] que / f2 = lim 3k et que
[0,27] k=0 Jl0,2n]
/ f? = lim Jng-frnysr, Calculer ces deux limites et en déduire une contradic-
[0,27] ko0 J10,27]

tion.

5) Intégrales impropres. Soit f : [a,+oco[— IR une application telle que pour tout
x € [a,+o0[, f est intégrable sur [a, x].

a) Montrer que si lim |f(t)|dt < +oo existe, alors f est intégrable sur [a, +o0],
T—r 00 [a,m]
lim f(t) dt existe, et est égal a / f(t) dt (appliquer le théoréeme de convergence
Tr— 00
[a,7] [a,+oo[

dominée a la suite f,, = f.x[ ou (x,) est une suite tendant vers +00).

a,zn]’

sin x

siz # 0 et que f(0) = 0. Montrer que lim f(t)dt

Tr—00 [0,$]

b) On suppose que f(z) =

existe, bien que la fonction f n’est pas intégrable sur [0, +00].

4) Intégrales dépendant d’un paramétre.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou €. Soient I et J deux intervalles et
f:IxJ— K. Soit F:J— K l'application définie par

(1) Fz) = /If(t,x) dt

Pour que F' soit définie, il faut bien sur supposer que pour tout x € .J, Iapplication
t — f(t,z) est intégrable. Nous allons essayer de répondre aux problemes suivants :

14



- - Siz — f(t,z) est continue, est ce que F' est continue?

- - Siz — f(t,z) est dérivable, est ce que F' est dérivable?

Théoreme de continuité : Soient I et J deux intervalles et f : I x J — K. On
suppose :
a) Pour tout t € I, la fonction x — f(t,x) est continue en x,
b) Pour tout x € X, la fonctiont — f(t,x) est intégrable,
¢) Il existe g : I — IR intégrable telle que pour tout v € X et pour tout t € I,
[f(t,z)] < g(t).

Alors la fonction F définie par (1) est continue en xg.

Démonstration : 11 suffit de montrer que si (z,,) est une suite de points de X qui converge
vers xg, alors F'(z,,) converge vers F'(xp). Posons f,(t) = f(t,z,). D’apres a), pour tout ,
la suite (f,(t)) converge vers fo(t) = f(t,x0). D’apres b) les fonctions f,, sont intégrables
et d’apres ¢), pour tout n, |f,(t)| < g(t). Le théoreme de convergence dominée permet de

montrer que F(z,) = /fn(t) dt converge vers F(xg) = /fo(t) dt.

Contre exemple : Posons F(z) = / tx? exp (—tz)dt. On a
R+

FO)=0#1= m_}é{lﬂ}>0F(m)

Pourtant la fonction z — ta?exp (—tx) est continue, et pour tout z > 0, la fonction
t — f(t,x) est intégrable. Cet exemple montre la nécéssité de I’hypothése de domination

c).

Théoreme de dérivabilité : Soient I et J des intervalles ouverts de R, et f: 1 xJ —
K. On suppose :

a) Pour tout t € I, la fonction x — f(t,x) est dérivable sur J,

b) Pour tout x € J, lafonction t — f(t,x) est intégrable sur I,

¢) Il existe g : I — IR intégrable telle que pour tout x € J et pour tout

0
te 19 m) < 00)
x
Alors la fonction F définie par (1) est dérivable sur I et, pout tout x € I,

F'(z) :/%(t,x)dt

Ia.’L'

Démonstration : Tout d’abord F' est bien définie grace a la condition b). Fixons z( € I.
Il existe 6 > 0 tel que K = [1:9 —J,xo + 6] C I. Soit (hy,) tel que pour tout n, o+ h, € K.
Posons :

gn(t) = %(f(t,wo ) — f(t,70))

15



D’apres 'inégalité des accroissements finis, |g,(t)| < sup |8f (t,z)| < g(t). D’autre part,
zeK

0
lim g,(t) = 8—(t,x). D’apres le théoreme de convergence dominée, ¢t — 24 (t,z) est in-
n— 00 T T
0 F hn) — F
tograbie et [ S 2)dno) = i [ gu@dute) = tim =T
n—oo Jr 1— 00

hp
vral pour toute su1te (hy,) tendant vers 0, on en déduit que F' est dérivable en xg et que

/3 (¢, z)du(t).

Exemple : Soit f continue par morceaux, intégrable sur IR. Posons

. Ceci étant

= /]R f(t) exp (itx) dt

Alors f est continue et bornée sur IRY. En effet, la fonction = — f(t) exp (itz) est continue
par morceaux, t — f(t) exp (it.z) est continue par morceaux et |f(t) exp (itz)| < |f(t)| avec

|f| intégrable, les hypotheses du corollaire sont donc satisfaites. f est donc continue et

F@l < [ 1@ exita) de = ],

Soit maintenant la fonction f définie par f(t) = exp(—t2/2) : f est continue et
intégrable sur IR, donc, d’apres ce qui précede, f est continue. Nous allons calculer (ﬂ/,

puis déterminer explicitement f Montrons que fest dérivable : En effet, la fonction x —
. . . .y 0 .
f(t)exp (it.z) est dérivable, t — f(t)exp (it.z) est intégrable et ‘a—<f(t) exp (ztx))‘ <
x

texp (—t*/2) qui est intégrable, les hypotheses du théoreme sont donc satisfaites. f est
donc dérivable et

(f) (x) = / it. exp (—t2/2) exp (—it.z) dt
En intégrant par parties, (on dérive exp (it.r) et on intégre t.exp (—t2/2)), on obtient :

-~

(ﬂ/(x) = i/exp (—t?/2)iz. exp (it.z) dt = x f(x)

La fonction fsatisfait donc 'équation différentielle y’ = —zy, dont la solution générale est

y(z) = Cexp (—22/2), doi f(z) = f(0) exp (—x2/2), avec f(0) = / exp (—t2/2)dt = /2.
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ANNEXE: PREUVE DU LEMME SOMMATOIRE

Lemme :  Soient Iy, 1o, ..., Ly, ..., J1, Jo, ..., Jn, ... des intervalles (resp. des pavés) et

oo
1y G2y eeny Qpyy oeey D1, b2y ooy by oo des Téels positifs tels que les séries <Z an.m(In)) et

n=1

oo oo oo
(Z bn.m(Jn)> soient convergentes. Si pour tout x € R, Z anX,, (r) < Zb"XJn (x),
n=1 n=1

oo oo n=t
alors Zan.m(In) < Z bp-m(Jp).

n=1 n=1
Démonstration : Fixons 0 < € < 1. Il existe N; tel que

N 00
zl:an.m(ln) > Zan.m(In) —€
n=1 n=1

Pour k =1,2,..., Ny, il existe des pavés compacts I, C I, tels qu’on ait encore

Ny o) N,
Zan.m(I,’C) > Zan.m(In) —¢e. L’ensemble K = U I;, est compact comme réu-
n=1 n=1 k=1

nion deN; pavés compacts. D’autre part, il existe des pavés ouverts J,, D J, tels que

> bpm(J)) <Y bpm(Jn) + € (choisir J), D J, tel que by.m(J}) < bp.m(Jn) +e/2").
n=1 n=1

Posons N
U,={r€K;(1l-¢) Zakxll,g (x) < Zngjé (z) }
k=1 =1
(Uy,) est une suite croissante d’ouverts de K et K = U U,,. Par compacité de K, il existe
k=1
N tel que K C Uy,. On a donc :
N1 N2
Vee K (1-¢)) arx, () <D bex,, ()
k=1 ¢=1

Par positivité de I'intégrale pour les fonctions en escalier :

Ny No 0o
(1 _g)zak.m(f,;) < Zbg.m(Jé) < Zbg.m(Jé)
k=1 /=1 /=1

Par conséquent

(1—-e¢) (i an-m(l,) — 8) < ibe.m(Je) +€
n=1 (=1
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Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit I'inégalité du lemme.

Théoréme : Soit f : I — IR intégrable, alors S(f) = I(f) (nous noterons /f(ac) dx

cette valeur commune), avec :

oo
S(f) :=sup { Z an-m(I,); les a, sont négatifs sauf un nombre fini, la série

n=1

oo
(Z an-m(I,)) est convergente et Zanxln < f}

n=1

= inf { Z bn-m(Jy); les b, sont positifs sauf un nombre fini, la série

(Z bn.m(Jy,)) est convergente et anxjn > f}

n=1
De plus, sie >0, p: I — IR en escalier, ¢, > 0 et I, des intervalles et si :

oo

o — ZCnXI < f< SOWLZCann et ch.m(In) <e

n=1
alors‘/ /f‘<€

Démonstration : En utilisant la définition de I(f) et S(f), on a :

(1) I(f) g/cp+ch.m(In _/ ch ) +2e < S(f)+ 2

Ceci étant vérifié pour tout € > 0, on a I(f) < S(f).

oo oo
D’autre part, si Z anX;, < [f< Z brx,, , alors,

o0 o0 oo o0
datx, D baxs, <D bix,, + ) anx,,
n=1 n=1 n=1 n=1

ol, pour a € IR on pose at = sup{a, 0} et o~ = sup{—a, 0}. D’apres le lemme,

iazm +Zb m( Zb+ )+ia;m([n)
n=1 n=1
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Par conséquent, Z an-m(l,) < Z bn,-m(Jy,). En prenant le sup dans le premier membre

et 'inf dans le deux1eme membre S(f) < I(f), et donc I(f) = S(f). De plus, (1) montre
que ‘/ /f‘ <e.

Positivité de ’intégrale : Si f est intégrable et si f > 0, alors /f > 0.

Démonstration : Si f est intégrable et f > 0, /f = I(f) est un inf de quantités pos-

itives (car si les b, sont positifs sauf un nombre fini, si (Zb m( )) est convergente

et si anxJ > f > 0, alors d’apres le lemme, Zb"’ > an .m(Jy,), et donc

n=1 n=1

f: b (Jn) > 0).

Remarque : Toute la théorie de I'intégrale de Lebesgue des fonctions définies sur un inter-
valle de IR se généralise sans difficulté aux fonctions définies sur IRY, et les démonstration
sont identiques.

Note bibliographique : Cette présentation se trouve dans les notes de cours de “mesure
et intégration” que j’ai délivré a l'université de Bordeaux durant l'année scolaire 1997-
98. Ces notes ont fait I'objet d’'un polycopié disponible a I'imprimerie de I'U. F. R. de
Math-info. de I'université de Bordeaux I. Les notes présentées ci-dessus constituent dans
ce polycopié une introduction “concrete” a l'intégrale de Lebesgue, et sont suivies de
I'intégrale de Lebesgue “abstraite”, qui elle est basée sur la théorie de la mesure et qui se
trouve traitée dans de nombreux livres d’intégration de Licence.
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