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��� L�id�ee�

L
id�ee est de ramener �a ce cas simple le calcul de l
aire qui se trouve sous une
courbe qui n
est plus en escalier �� sommes de Riemann�

On voit tout de suite ce qui ne va pas avec une telle approche � prenez le graphe de
la fonction x� x���� sur �
� ��� L
aire sous la courbe est �nie� On voudrait donc
que la fonction soit int�egrable sur �
� ��� Mais si vous essayez d
approximer son
graphe par celui d
une fonction en escalier� il y a un probl�eme avec la premi�ere
marche � vous la choisissez �a la hauteur f�x�� �avec x� dans l
intervalle I� de
la subdivision�� et en prenant x� arbitrairement voisin de 
� cette hauteur va
�etre arbitrairement grande� Alors� m�eme si vous avez pris soin de prendre toutes
vos marches moins larges qu
un certain � � 
� aussi petit que soit ce �� vous
pourrez rendre vos sommes de Riemann arbitrairement grandes� et la d�e�nition
de Riemann ne s
applique pas�

La raison est bien simple � une fonction en escalier ��a un nombre �ni de marches�
ne peut �epouser partout la forme d
une courbe non born�ee � aussi petites qu
on
prenne les marches� Elle ne peut non plus �epouser partout la forme d
une courbe
qui oscille trop� m�eme si elle est born�ee�

Ce qui ne va pas dans la d�e�nition de Riemann� c
est qu
elle suppose qu
on prenne
une m�eme largeur � tout le long du graphe de la fonction� Or on voit bien que l�a
o�u la fonction varie rapidement� on doit diminuer le pas des marches�

Euler� dans ses institutiones calculi integralis ������� parlant du calcul num�erique
des int�egrales par ce qu
on appelle aujourd
hui les sommes de Riemann� �ecrivait �
�Nous avons d�ej�a not�e que les distances aj � aj��� par lesquelles x est suppos�e
cro��tre successivement� doivent �etre prises tr�es petites pour que les valeurs corres�
pondantes f�aj���� f�aj�� ne di	�erent �a leur tour gu�ere l
une de l
autre � �a partir
de cela� il faut juger si les intervalles a� � a� a� � a�� � � � doivent �etre pris �egaux
ou in�egaux� En fait� l�a o�u la valeur de f�x� ne change gu�ere lorsque x varie�
l
intervalle par lequel x cro��t peut �etre pris grand sans danger� D
autre part� l�a
o�u des changements peu importants de x conduisent �a des variations violentes de
f�x�� on devra prendre l
intervalle tr�es petit
� �Cit�e dans Mawhin �����
Or� c
est vrai non seulement pour le calcul pratique� mais aussi pour les questions
th�eoriques� quand on a a�aire �a des fonctions qui pr�esentent des irr�egularit�es vrai�
ment tr�es violentes� Comme le dit Borel ��� � � �Un caract�ere important de cette
d�e�nition �de Riemann� est le suivant � la division en intervalles est enti�erement

�� Reproduit dans ���� pp� ������	
�� La citation est p� �	
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ind�ependante des propri�et�es de la fonction � si l
on consid�ere deux fonctions di	�e�
rentes� on prendra pour ces fonctions les m�emes intervalles� c
est��a�dire qu
on leur
appliquera un proc�ed�e de calcul uniforme� C
est �evidemment l�a un grand avan�
tage pour le calcul� Mais c
est en m�eme temps un inconv�enient � un tel proc�ed�e�
qui ne tient pas compte des propri�et�es particuli�eres de la fonction �a laquelle il
s
applique� peut �etre compar�e �a ces v�etements confectionn�es qui ne sauraient �etre
exactement ajust�es� surtout s
il s
agit d
habiller un individu di	orme � certaines
fonctions singuli�eres ont pu �etre justement compar�ees aux types monstrueux de
la biologie
�

La solution est l�a � remplacer dans la d�e�nition de Riemann la constante � par une
fonction dont on peut adapter les propri�et�es �a celles de la fonction f �a int�egrer �
ne garder que les subdivisions qui adh�erent au plus pr�es au graphe de la fonction�
en suivant ses irr�egularit�es� D
o�u les d�e�nitions que voici�

� D�e�nition�s	

D�e	nition ��� �� Une subdivision point�ee �s�p�� d
un intervalle I � �a� b�
�a � b� de R est un ensemble �ni P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g� o�u I�� � � � � In
sont des intervalles de I� d
int�erieurs disjoints deux �a deux� dont la r�eunion
est I� et o�u �i� xi est un point de Ii�

�� On note ��I� la longueur d
un intervalle I

�� On appelle jauge sur un segment I de R une application � � I � R
�
� �

�� �Etant donn�e une jauge � sur I� une s�p� f�x�� I��� � � � � �xn� In�g de I sera
dite ��ne selon la jauge �
 ou� pour le dire plus vite� ���ne si pour tout i
dans f�� � � � � ng� ��Ii� � ��xi��

On voit que la jauge contr�ole la taille des intervalles de la subdivision � d
o�u son
nom� Avant d
aller plus loin� il faut v�eri�er une petite chose toute b�ete� mais sans
laquelle tout cela n
aurait gu�ere d
int�er�et �

Proposition ��� Pour toute jauge �� il existe des s�p� ���nes�

Preuve�
Les ouverts

�
�x � ��x�� x � ��x��

�
x��a�b�

recouvrent I � �a� b�� on extrait un sous�

recouvrement �ni
�
�xi � ��xi�� xi � ��xi��

�n
i��

� avec a � x� � x� � ��� � xn � b�
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minimal en ce sens qu
on ne peut plus en extraire un sous�recouvrement de �a� b��
On choisit a� � a� ai entre maxfxi�� � ��xi���� xig et minfxi � ��xi�� xi��g �� �
i � n � ��� et an � b� Les intervalles Ii � �ai��� ai� �� � i � n�� et les points xi
d�e�nissent une s�p� ���ne�
Maintenant� encore quelques d�e�nitions �

D�e	nition ��� �Etant donn�e une fonction f sur I� �a valeurs r�eelles� et une s�p�
P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g de I� on note �

S�f� P � �
nX
i��

f�xi���Ii�

��Somme de Riemann
 de f relative �a P ��

D�e	nition ��� Soit I un intervalle de R� compact�

�� Une fonction f � I � R est dite int�egrable �au sens de Riemann compl�et�e�
sur I s
il existe un r�eel J tel que� pour tout � � 
� il existe une jauge
� � I � R

�
� t�q� pour toute s�p� P ���ne de I� on ait �

jJ � S�f� P �j � �� ���

J est alors unique� on le note
Z
I

f�t�dt � J�

�
R b
a
f�t�dt si I � �a� b�� et on l
appelle l
int�egrale �de Riemann compl�ete� de

f sur I� �On d�e�nit aussi alors
R a
b
f�t�dt � �

R b
a
f�t�dt��

�� Une jauge satisfaisant aux conditions ci�dessus sera dite adapt�ee �a f sur I
�a la pr�ecision �� ou� plus bri�evement � ��adapt�ee �a f sur I�

�� f sera dite int�egrable au sens de Riemann ��R� int�egrable
� si elle est int�e�
grable et que pour tout � on peut prendre une jauge ��adapt�ee constante�

Cette d�e�nition est due ind�ependamment �a Kurzweil ������ et �a Henstock �������

Remarque ��� La d�e�nition ��� et les r�esultats qui vont suivre resteront valables
�sauf mention contraire� sur un intervalle born�e non compact � par exemple f sera
int�egrable sur �a� b� ssi elle l
est sur �a� b�� quitte �a d�e�nir �n
importe comment�
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f en a et en b � le r�esultat n
en d�ependra pas � cf� plus loin� De m�eme� tout cela
restera valable sur un intervalle non born�e� �a condition de ne tenir compte que
des intervalles born�es de la subdivision dans le calcul des sommes de Riemann�
Cela signi�e que si I n
est pas born�e� f sera int�egrable sur I ssi elle l
est sur
tout sous�intervalle compact de I et que l
int�egrale de f sur ces sous�intervalles
tend vers une limite quand ces sous�intervalles viennent �remplir
 I de n
importe
quelle fa�con� Soyons un peu plus pr�ecis �
On dit que f est int�egrable sur R si elle l
est sur tout segment �a� b� et que

R b
a
f�t�dt

tend vers une limite quand a � �� et b � �� Cette limite est alors not�eeR ��

��
f�t�dt� ou

R
R
f�t�dt� D�e�nition analogue pour l
int�egrale sur �a����� etc�

Avis� Maintenant� tout peut aller tr�es vite� Outre diverses propri�et�es qu
on va
rencontrer tout de suite �dont l
int�egrabilit�e des fonctions continues ou monotones
sur les compacts� la relation de Chasles� la continuit�e de l
int�egrale ind�e�nie��
les r�esultats cl�es sont � le Th�eor�eme Fondamental �lien avec les primitives� et
l
int�egration par parties et la formule de changement de variables � le th�eor�eme
de convergence monotone� et le th�eor�eme de convergence encadr�ee �ou domin�ee�
et ses applications aux int�egrales d�ependant d
un param�etre�
Tout le reste ne m�erite qu
un glissendo�
Ensuite� il faut mettre beaucoup d
exemples et d
applications qu
on trouve dans
tous les cours et TD usuels�

Plus tard �au ��eme semestre��� la m�eme pr�esentation de l
int�egrale� mais dans Rd �
donnera les �enonc�es analogues pour les th�eor�emes de convergence et les int�egrales
param�etriques� On pourra int�egrer sur des domaines quelconques et faire une
introduction �a la notion de mesure ��l
int�egrale d
une fonction caract�eristique��
qui pourra �etre utile pour le cours de licence �� et �enoncer un bon th�eor�eme de
Fubini �sans restriction�� et une bonne formule de changement de variable�


 Premi�eres propri�et�es

Proposition ��� �� Il existe des fonctions int�egrables �les constantes��

�� L
int�egrale est lin�eaire�

�� O�u� du coup� on n
aura plus besoin de construire la mesure par la m�ethode de Lebesgue
� ce qui ne passe jamais � et o�u� en inversant la vapeur� on pourra reconstruire l
int�egrale
selon le point de vue de Lebesgue� parce qu
il est utile d
avoir les deux points de vue �qui sont
compl�ementaires�� et parce que celui de Lebesgue est plus simple pour le passage �a l
int�egrale
abstraite et les applications aux probabilit�es�
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�� Si f et g sont int�egrables et que jf j � g� on a l
in�egalit�e � j
R b
a
f j �

R b
a
g �

par cons�equent l
int�egrale est positive�

�� Si une fonction f est int�egrable sur �a� b�� la fonction x �� f�x� c� �c � R�

est int�egrable sur �a � c� b � c� et on a �
R b
a
f�t�dt �

R b�c
a�c

f�t � c�dt�

�� Une fonction nulle sauf en un nombre �ni de points est int�egrable �et m�eme
R�int�egrable� et son int�egrale est nulle � cons�equence � si f � g sauf en un
nombre �ni de points et que f est int�egrable� g l
est aussi et a la m�eme
int�egrale�

Avec la proposition 	��� on peut v�eri�er que le crit�ere de Cauchy s
applique
pour le type de convergence sous�jacent �a la d�e�nition de l
int�egrabilit�e� i�e� �

Proposition ��� Si �� � 
� existe une jauge � t�q� pour toutes s�p� P � P � ���nes
on ait jS�f� P ��� S�f� P �j � �� f est int�egrable sur I�

Je crois que le mieux est d
admettre ce crit�ere par analogie avec le crit�ere de Cau�
chy usuel � �ca fait gagner du temps� et c
est une excellente occasion de faire appel
�a l
aptitude de nos �etudiants �a faire des analogies� Pour les �etudiants int�eress�es
par une preuve� voici l
id�ee � si �� � 
� existe une jauge � t�q� pour toutes s�p� P �
P � ���nes on ait jS�f� P ���S�f� P �j � �� on a imm�ediatement �r�ecurrence 	� l
exis�
tence d
une suite d�ecroissante de jauges �n correspondant �a la suite �n � ��n� et
une suite associ�ee Pn de s�p� �n��nes� et on v�eri�e que la suite

�
S�f� Pn�

�
n

est de
Cauchy� puis que �m � �� et pour toute s�p� �m��ne� l
in�egalit�e ��� a lieu pour
� � 	�m� Donc f est int�egrable sur I�

Une premi�ere cons�equence utile �et triviale� de ce crit�ere de Cauchy est que

Corollaire ��� L
int�egrale a la propri�et�e de restriction �pour les intervalles��
i�e� si f est int�egrable sur �a� b� et si �c� d� 	 �a� b�� f est int�egrable sur �c� d�� En
particulier� l
int�egrale ind�e�nie x ��

R x
a
f�t�dt est bien d�e�nie ���

Corollaire ��� Une fonction continue f � I � R �I compact� est int�egrable�

	� N�B� une telle fonction g peut ne pas exister � contrairement au cas particulier de l
int�egrale
Riemann� f int�egrable n
implique pas jf j int�egrable� comme on le verra� Il faut avoir �a l
esprit
l
id�ee que l
int�egrale compl�ete est un peu �a l
int�egrale de Riemann ce que les s�eries convergentes
sont aux s�eries absolument convergentes�

�� Et axiome du choix d�ependant �comme d�ej�a dans Borel �Lebesgue� d
ailleurs�� car la
r�ecurrence ne peut prouver que l
existence de suites �nies de longueur arbitraire � � � On ne le
dit jamais� je ne sais pas si c
est bien�
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Preuve� soit � � 
 � soit � une jauge t�q� �x� �y� jy�xj � ��x� �
 jf�y��f�x�j �
� � soient P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g� P � � f�x��� I

�
��� � � � � �x

�
m� I

�
m�g� deux s�p�

���nes� et soit P �� une s�p� P �� � f�yij� Ii � I �j�i�jg� obtenue en piochant dans
chaque Ii � I �j non vide un yij� On a �i� j t�q� Ii � I �j �� 
� jf�xi�� f�yij�j � � et

jf�yij��f�x�j�j � �� et donc � jS�f� P ���S�f� P �j �
���Pij

�
f�xi��f�x�j�

�
��Ii�I �j�

��� �P
ij

�
jf�xi�� f�yij�j� jf�yij�� f�x�j�j

�
��Ii� I �j� � 	��b�a�� Le crit�ere de Cauchy

conclut�

N�B� Pour le calcul num�erique� on a besoin de savoir que les fonctions continues
sont Riemann �int�egrables� C
est la m�eme preuve� sauf que l�a il faut utiliser le
th�eor�eme de Heine pour minorer les ��x� par une constante ��� TD��

Corollaire ��� Les fonctions monotones sont int�egrables �sur les compacts��

Preuve� Crit�ere de Cauchy� �L�a encore� exercice� pour les TD � les fonctions
monotones sont aussi Riemann� int�egrables��

Proposition ��� Si f � �a� b� � R est croissante� et si on note ak � a� k
n
�b�a��

on a �
n��X
k��

b� a

n
f�ak� �

Z b

a

f�t�dt �
nX

k��

b� a

n
f�ak��

R�esultat analogue pour f d�ecroissante�

Pour la preuve � faire un dessin et dire �voyez  !

On en d�eduit trivialement la comparaison entre s�erie et int�egrale pour une
fonction f d�ecroissante sur �
���� �

Corollaire ��
 Soit f une fonction positive d�ecroissante sur �
����� tendant
vers � quand x � ��� La s�erie

P
n�� f�n� converge ssi la fonction f est in�

t�egrable sur �
���� �on dit aussi � l
int�egrale
R ��

�
f�t�dt converge�� Et si elle

diverge� on a l
�equivalent �

NX
n��

f�n�
N��
�

Z N

�

f�t�dt�

Proposition ��
 Si f est C� sur �a� b�� et si on note encore ak � a � k
n
�b � a�

et qu
on choisi xk dans �ak� ak���� il existe une constante K telle que �

���
Z b

a

f�t�dt�
n��X
k��

b� a

n
f�xk�

��� � K

n
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Preuve� f � �etant continue sur �a� b�� elle y est born�ee� Notons M sa borne sup�e�
rieure� D
apr�es l
in�egalit�e des accroissements �nis et l
in�egalit�e de la proposition
���� on a �

���
Z b

a

f�t�dt�
n��X
k��

b� a

n
f�xk�

��� �
���
n��X
k��

Z ak��

ak

�f�t�� f�xk�� dt
���

�
n��X
k��

Z ak��

ak

jf�t�� f�xk�jdt �
n��X
k��

Z ak��

ak

M jt� xkjdt

�
n��X
k��

Z ak��

ak

M
b� a

n
dt �

�b� a��

n
M�

�	�

N�B� On a imm�ediatement la possibilit�e de faire en TD quelques ex� sur l
int�egrale
de Riemann � une fonction R� int�egrable est born�ee� etc� Aussi quelques exemples
de calcul num�erique par les sommes de Riemann �m�ethodes des trap�ezes� du
milieu � � � �� pour les fonctions R�int�egrables�

� Int�egrale et primitives

Voici le Th�eor�eme Fondamental �TF� du calculus� valable ici sans aucune restric�
tion �

Th�eor�eme 
�� Soit a � R� soit f continue et d�erivable sur un intervalle ouvert
I � a� born�e� Alors �x � I� f � est int�egrable sur �a� x� et

R x
a
f ��t�dt � f�x��f�a��

Preuve�
Soit � � 
� Pour tout x � I� il existe ��x� � 
 tel que �y� z � I� si y � x � z et
z � y � ��x�� alors ���f�z�� f�y�� �z � y�f ��x�

��� � ��z � y�

��I�

On a alors� pour toute s�p� ���ne de �a� x��

���f�x�� f�a�� S�f �� P �
��� �

���
nX
i��

�
f�ai�� f�ai���� �ai � ai���f

��xi�
����

�
�

x� a

nX
i��

�ai � ai��� � ��

���
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D
o�u le r�esultat�

N�B� Si f � est continue� on a le m�eme r�esultat avec l
int�egrale de Riemann� en
utilisant le th�eor�eme de Heine pour minorer les ��x� par une constante�

On d�eduit du th�eor�eme la formule d
int�egration par parties �sans aucune
restriction arti�cielle� �

Corollaire 
�� Soient f � g d�erivables sur un intervalle I� Soient a� b dans I�
fg� est int�egrable sur �a� b� ssi f �g l
est� et alors

Z b

a

fg� � f�b�� f�a��

Z b

a

f �g�

Une autre cons�equence importante du th�eor�eme ��� est la formule de change�
ment de variable �

Corollaire 
�� Si g est d�erivable sur �a� b� et si f est une d�eriv�ee sur g ��a� b��

Z b

a

f �g�t�� g��t�dt �

Z g
b�

g
a�

f�s�ds

Preuve� g ��a� b�� est un intervalle �th�eor�eme des valeurs interm�ediaires�� Il su"t
alors d
appliquer le TF �a F � g et �a f��

� La relation de Chasles

C
est une bonne occasion d
illustrer une nouvelle fois la souplesse de la notion de
jauge� L�a encore� tout tient en quelques mots autour d
un dessin tout b�ete� et je
ne r�edige que for completeness�

On suppose donc a � c � b et f int�egrable sur �a� c� et sur �c� b�� Soit � � 
� Soient
�� une jauge ��adapt�ee sur �a� c� et �� une jauge ��adapt�ee sur �c� b��

D�e�nissons une jauge comme suit � Pour x � �a� c� �resp� x ��c� b��� on prend
��x� � ���x� assez petit pour que x � ��x� � c �resp� ��x� � ���x� assez petit
pour que x � ��x� � c�� et on prend ��c� � min f���c�� ���c�g assez petit pour
que �c� ��c�� c � ��c�� soit inclus dans �a� b��
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Soit P � f�z�� K��� � � � � �zp� Kp�g une s�p� de I� ���ne�
Je dis que les �zi� Ki � �a� c�� t�q� Ki � �a� c� �� 
 forment une s�p� P� de �a� c�� i�e�
zi � Ki � �a� c� ssi Ki � �a� c� �� 
 �et que les �zi� Ki � �c� b�� t�q� Ki � �c� b� �� 

forment une s�p� P� de �c� b���

En e�et� si zi � �a� c� �resp� si zi ��c� b�� on a Ki 	 �a� zi � ��zi��	 �a� c� donc
Ki � �c� b� � 
 �resp� Ki � �a� c� � 
�� et si zi � c� zi est dans Ki � �a� c� et dans
Ki � �c� b��

Par construction� P� et P� sont ���nes� donc respectivement ����ne et ����ne�
et on a imm�ediatement que S�f� P � � S�f� P�� � S�f� P��� d
o�u � j

R c
a
f�t�dt �R b

c
f�t�dt� S�f� P �j � j

R c
a
f�t�dt� S�f� P�� �

R b
c
f�t�dt� S�f� P��j � 	��

ce qui prouve que f est int�egrable sur I et que
R b
a
f�t�dt �

R c
a
f�t�dt �

R b
c
f�t�dt�

N�B� La relation de Chasles appliqu�ee �a l�int�egrale ind�e	nie�
R x�h
a

f�t�dt �R x
a
f�t�dt �

R x�h
x

f�t�dt� montre �par un encadrement �evident� que celle�ci est
une primitive de f si f est continue �donc toute fonction continue est une
d�eriv�ee � Cauchy� ��	���

Elle montre encore que l
int�egrale ind�e�nie est continue si f est born�ee� car alors
j
R x�h
x

f�t�dtj � M jhj �en observant les sommes de Riemann� � c
est le m�eme
argument que pour l
int�egrale de Riemann �qui n
est capable de traiter que ce
cas � f born�ee�� Si f n
est pas born�ee �nous verrons que cela arrive�� son int�egrale
ind�e�nie est quand m�eme continue� Pour le prouver� il nous faut un lemme �evident
mais tr�es utile �c
est le leitmotiv de l
int�egrale compl�ete� �


 Lemme de la subdivision partielle �Henstock	�

et continuit�e de x ��
R x

f

Lemme ��� Soit I un intervalle de R� f � I � R une fonction int�egrable sur
I� Soient � � 
� et � une jauge ��adapt�ee �a f sur I� Soient en�n �Ki���i�n
des sous�intervalles de I d
int�erieurs deux �a deux disjoints� �xi���i�n des points
choisis resp� dans les �Ki���i�n� et supposons que �i� ��Ki� � ��xi� �autrement
dit les �xi� Ki���i�n sont des sous�intervalles point�es ���ns de I � on dit qu
ils

forment une s�p� partielle ���ne de I�� Alors
���Pn

i��

�
f�xi���Ki��

R
Ki
f
���� � � �



��

Preuve� L�a encore� un dessin et une expression cl�e ��il n
y a qu
�a compl�eter en
une subdivision assez �ne!�� et le tour est jou�e� Je donne une preuve epsilonesque
parce que �ca ne co�ute pas plus cher� et parce que l
id�ee est int�eressante �introduire
le 	� �

On prend 	 � 
 � on compl�ete la subdivision� Par exemple� soient Jj �� � j � q�
les composantes connexes de In�iKi� Dans chaque Jj� on choisit une jauge 
j � �
et une s�p� Pj 
j��ne de fa�con �a avoir j

R
Jj
f � S�f� Pj�j � 	� Les restrictions de

� aux Ki et les 
j d�e�nissent une jauge �� sur I� les �xi� Ki� et les Pj d�e�nissent
une s�p� P ����ne� donc ���ne� de I� et���Pn

i��

�
f�xi���Ki��

R
Ki
f
���� � jS�f� P ��

P
j S�f� Pj��

R
I
f �

P
j

R
Jj
f j � �� q	�

et cela �	 � 
� d
o�u le r�esultat�

Proposition ��� Pour toute f int�egrable sur �a� b�� l
int�egrale ind�e�nie x ��
R x
a
f

est continue sur �a� b��

Preuve Il s
agit de prouver que �x�
R x�h
x

f�t�dt tend vers 
 avec h� Soit � � 
�
Soit � une jauge ��adapt�ee �a f � Prenons h t�q� jhj � ��x�� Notons K le segment
joignant x �a x�h� On a K 	�x���x�� x���x��� et le lemme d
Henstock appliqu�e

�a �x�K� montre que
��� R x�hx

f � f�x�jhj
��� � �� d
o�u

R x�h
x

f � � � jf�x�hj� Quitte

�a diminuer encore jhj de fa�con �a ce que jf�x�hj � �� on aura
R x�h
x

f � 	�� C
est
tout�

Nous en arrivons aux th�eor�emes de convergence� valables l�a aussi sans aucune
restriction arti�cielle �

� Le th�eor�eme de convergence monotone

Th�eor�eme ��� Soient I un intervalle de R �born�e ou non�� et fn � I � R

�n � 
�� f � I � R des applications telles que �

�� toutes les fn sont int�egrables sur I �

�� la suite �fn� est monotone et converge �simplement� vers f sur I�

Alors f est int�egrable sur I ssi la suite des
R
I
fn converge� et dans ce cas

R
I
f �

limn��

R
I
fn�



�	

Preuve On peut se contenter d
en donner l
id�ee� i�e� d
�ecrire les in�egalit�es ��� et
��� et de remuer les mains �et� en e�et� tout le reste n
est que commentaire�� en
aiguillant les �etudiants int�eress�es sur un polycopi�e contenant les d�etails � je suis
m�eme dispos�e �a le r�ediger�
Je la donne ici for completeness�

Quitte �a changer le signe� on se ram�ene au cas o�u la suite �fn� est croissante�
L
une des implications est �evidente � si f est int�egrable� la suite �croissante� desR
I
fn est major�ee par

R
I
f � donc converge� Montrons la r�eciproque�

On suppose donc que la suite des
R
I
fn converge vers une limite �� Soit � � 
� Il

existe un rang N �a partir duquel 
 � ��
R
I
fn � �� Comme la suite �fn� converge

�simplement� vers f � il existe pour tout x � I un rang M�x� �qu
on peut toujours
prendre � N� �a partir duquel jfn�x�� f�x�j � ��

On veut en d�eduire que f est int�egrable et que
R
I
f � �� i�e� qu
il existe une jauge

� telle que pour toute s�p� P de I� ���ne� jS�f� P �� �j soit major�e par un m�eme
nombre tendant vers 
 avec ��

Soit donc P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g une s�p� P de I� On a �

���S�f� P �� �
��� �

nX
i��

���f�xi�� fM
xi��xi�
�����Ii�

�
���

nX
i��

�
fM
xi��xi���Ii��

Z
Ii

fM
xi��t�dt

� ����
���

nX
i��

Z
Ii

fM
xi��t�dt� �
����

���

Des trois termes du second membre� le premier est major�e par ���I�� le dernier
par � car� puisque tous les M�xi� sont � N et inf�erieurs au plus grand d
entre
eux �disons ��� on a �


 � ��

Z
I

f� � ��
X
i

Z
Ii

f� � ��
X
i

Z
Ii

fM
xi� � ��
X
i

Z
Ii

fN � ��

Z
I

fN � ��

et il ne reste donc plus qu
�a majorer le deuxi�eme� C
est l�a qu
il va falloir trouver
une jauge ad�equate�

Les M�xi� sont tous compris entre N et le plus grand d
entre eux� �� Dans la
somme �a majorer� regroupons les termes correspondant �a une m�eme valeur de



��

M�xi� � notant� pour N � k � �� ��k� l
ensemble ��eventuellement vide� des
indices i t�q� M�xi� � k� on a �

���
nX
i��

�
fM
xi��xi���Ii��

Z
Ii

fM
xi��t�dt

� ��� �
���

�X
k�N

�
�X

i��
k�

�
fk�xi���Ii��

Z
Ii

fk�t�dt

��
A���

�

�X
k�N

��� X
i��
k�

�
fk�xi���Ii��

Z
Ii

fk�t�dt

� ���
���

Choisissons pour chaque k � N une jauge �k qui soit 	�k� adapt�ee �a fk� et �x � I
posons ��x� � �M
x��x�� �C
est cela qui ne marcherait pas pour l
int�egrale de
Riemann � m�eme si les jauges �k sont constantes� � ne l
est pas en g�en�eral � sauf
s
il y a convergence uniforme� auquel cas on peut prendre M�x� � M �x et �M
constante si les fM sont Riemann�int�egrables �sur I born�e� � et aucune jauge
constante ne pourrait la remplacer dans ce qui suit��

Si P est �� �ne� pour tout k de N �a � t�q� ��k� �� 
 la famille �xi� Ii�i��
k� est
���ne et le lemme d
Henstock donne donc �

��� X
i��
k�

�
fk�xi���Ii��

Z
Ii

fk�t�dt

� ��� � 	�k�

d
o�u �

���
nX
i��

�
fM
xi��xi���Ii��

Z
Ii

fM
xi��t�dt

� ��� �
�X

k�N

	�k�

Quitte �a augmenter N � on peut se ramener au cas o�u �M � N �
PM

k�N 	�k � ��

Dans ces conditions� on a donc obtenu que � est ��� adapt�ee� avec �� � ���I� � 	� ��
et que f est int�egrable� avec

R
I
f � �� Cela ach�eve la preuve�

Quelques exemples

�� La fonction x � x���� �compl�et�ee comme on veut en 
� est int�egrable sur
�
� ��� En e�et c
est la limite croissante de ses restrictions aux intervalles
� �
n
� �� �prolong�ees par 
 partout ailleurs�� et la suite des int�egrales de celles�

ci converge�



��

	� Autres � � �

Corollaire ��� Soit f � �a����� R� continue� f est int�egrable sur �a���� ssi

limX���

R X
a
f�t�dt � ��� et alors

R ��

a
f�t�dt � limX���

R X
a
f�t�dt�

Application� Soient f� g � �a����� R� continues� On a � f � g et g int�egrable
�
 f int�egrable �
f � g et g int�egrable �
 f int�egrable �

Exemples de r�ef�erences� �x� b��� est int�egrable sur �a� b� ssi 
 � � � x�� est
int�egrable sur �a���� �a � 
� ssi 
 � � � e�ax est int�egrable sur �a���� � �lnx�a

est int�egrable sur �
� �� �� ��
� ���

� Les fonctions absolument int�egrables

De m�eme qu
il y a des s�eries qui ne sont pas absolument convergentes� il y a des
fonctions qui ne sont pas absolument int�egrables�

Exemple ��� La fonction f d�e�nie sur �
� �� par f�
� � 
 et

�n � N
� � �x ��

�

n � �
�

�

n
�� f�x� � ����n��n

est int�egrable sur �
� �� et son int�egrale est
P

n��

���n��

n��
� Sa valeur absolue n
est

pas int�egrable parce que la s�erie harmonique ne converge pas�

On dit qu
une fonction f est absolument int�egrable si f et jf j sont int�egrables ��

L
�etude des fonctions absolument int�egrables a son propre int�er�et� exactement
comme celle des s�eries absolument convergentes�

N�B� Si on estime que la proposition ��� ci�dessous est trop technique� on peut
la zapper et admettre ses cons�equences �les fonctions absolument int�egrables
forment un espace vectoriel� etc� � � si un �etudiant demande un preuve� on peut
lui r�ediger ce qui suit � � �

�� jf j int�egrable n
implique pas f int�egrable� Mais tout contre�exemple est tir�e par les cheveux
et repose sur des hypoth�eses discutables concernant les propri�et�es �nes des nombres r�eels � � �



��

Si on veut prouver les r�esultats qu
on va �enoncer� on commence par un compl�e�
ment au lemme d
Henstock �

Compl�ement au lemme d�Henstock�
Sous les conditions du lemme ��� �d
Henstock�� on a aussi �

��
nX
i��

���f�xi���Ki��

Z
Ki

f
��� � 	��

	� Pour toute s�p� ���ne de I�

���S�jf j� P ��
mX
i��

j

Z
Ii

f j
��� � 	��

Preuve

�� On applique le lemme d
Henstock d
abord aux Ki tels que f�xi���Ki��
R
Ki
f

soit positif� puis aux autres� et on ajoute�

	� On applique l
in�egalit�e ci�dessus aux Ii� apr�es avoir appliqu�e une in�egalit�e
triangulaire�

Avec cela� nous pouvons donner une caract�erisation des fonctions absolument
int�egrables �

Proposition ��� Soient I un intervalle born�e de R� et f � I � R int�egrable�

Notons Vf la borne sup�erieure ��nie ou in�nie� des nombres
P

i

��� RIi f
��� quand

�Ii�i d�ecrit toutes les subdivisions de I�
jf j est int�egrable ssi Vf est �nie� et dans ce cas

R
I
jf j � Vf �

Preuve� La n�ecessit�e est �evidente puisque
P

i

��� RIi f
��� � P

i

R
Ii
jf j �

R
I
jf j si jf j

est int�egrable� en vertu d
une in�egalit�e d�ej�a vue �proposition ����� Montrons la
su"sance�

On suppose donc Vf �nie� Soit � � 
� Soit P � f�I��� � � � � �Im�g une subdivision

telle que Vf � � �
P

i

��� RIi f
����



��

Dans la preuve de la relation de Chasles� on avait construit une jauge � ��adapt�ee
sur I t�q� toute s�p� P ���ne de I induise des s�p� P� et P� de �a� c� et de �c� b��
resp�� t�q� S�f� P � � S�f� P�� � S�f� P���

En raisonnant exactement de la m�eme fa�con� on construit ici une jauge � ��
adapt�ee sur I t�q� toute s�p� ���ne de I� P � f�x�� K��� � � � �xn� Kn�g� induise sur
chaque Ii une s�p� Pi� avec S�f� P � �

Pm
i�� S�f� Pi�� On a alors �

Vf � � �
X
i

���
Z
Ii

f
��� �

mX
i��

nX
j��

���
Z
Ii	Kj

f
��� � Vf

donc �

���Vf �
mX
i��

nX
j��

j

Z
Ii	Kj

f j
��� � ��

Vu le compl�ement au lemme d
Henstock et le fait que S�jf j� P � �
Pm

i�� S�jf j� Pi�
est la somme de Riemann de jf j relative �a la s�p� �xj� Kj � Ii�fi�j j Kj	Ii 
��g � on a
aussi

���S�jf j� P ��
mX
i��

nX
j��

j

Z
Kj	Ii

f j
��� � 	��

d
o�u en ajoutant �

���S�jf j� P �� Vf

��� � ���

Corollaire ��� �� Une fonction int�egrable �dans un intervalle I born�e ou
non� dont la valeur absolue est major�ee par une fonction int�egrable est
absolument int�egrable� et l
in�egalit�e passe aux int�egrales�

�� Sur un compact� une fonction int�egrable born�ee est absolument int�egrable�

�� L
ensemble des fonctions absolument int�egrables �sur I� born�e ou non� est
un espace vectoriel �on le note L��I���

�� En particulier� que si f et g sont absolument int�egrables� f � g et f � g
le sont aussi� et donc max ff� gg � �

�
�f � g� � �

�
jf � gj et min ff� gg �

�
�
�f � g�� �

�
jf � gj le sont aussi�



��

Preuve�

�� Si jf j � g avec f et g int�egrables� en appliquant l
in�egalit�e d�ej�a vue j
R
Ii
f j �R

Ii
jgj dans tout intervalle d
une subdivision de I� et en sommant sur i� on

obtient que Vf �
R
I
g� et la proposition ��� conclut�

	� C
est une cons�equence de �� Car jf j est alors major�ee par une fonction g
constante donc int�egrable�

N�B� Par contre� f � g int�egrables n
implique pas maxff� gg int�egrable �ni minff� gg� �
exemple � f� la fonction de l
exemple ���� g�
� Ni le max ni le min ne sont int�e�
grables sur �
� ���

Mais on a ceci �

Lemme ��� Soit I un intervalle de R� Si f et g sont int�egrables sur I� et si elles
sont minor�ees �resp� major�ees� sur I par une fonction int�egrable� alors max ff� gg
et min ff� gg sont int�egrables et �

R
I

min ff� gg � min
	R

I
f�
R
I
g



� max
	R

I
f�
R
I
g


�
R
I

max ff� gg

Preuve
Supposons f et g minor�ees par h int�egrable �si elles sont major�ees� l
argument
est analogue � ou changer les signes � � � � Alors f � h et g � h sont positives
et int�egrables� donc absolument int�egrables� donc h � max ff � h� g � hg �
max ff� gg et h�min ff�h� g�hg � min ff� gg sont int�egrables� et les in�egalit�es
d�ecoulent de la positivit�e de l
int�egrale �

N�B� Le cas d
un nombre n � 	 de fonctions en d�ecoule trivialement�

Cela nous m�ene tout droit au th�eor�eme de convergence �encadr�ee! �ou domin�ee� �

� Le th�eor�eme de convergence encadr�ee �ou do�

min�ee	

Th�eor�eme ��� Soient I un intervalle de R� born�e ou non� et fn � I � R �n � 
��
f � I � R des applications telles que �

�� toutes les fn sont int�egrables sur I �



��

�� la suite �fn� converge �simplement� vers f sur I�

�� il existe des fonctions g � I � R et h � I � R int�egrables sur I qui
�encadrent
 toutes les fn � �n� g � fn � h�

Alors f est int�egrable sur I et
R
I
f � limn��

R
I
fn�

Preuve On peut se contenter d
en donner l
id�ee �en aiguillant les �etudiants in�
t�eress�es sur un polycopi�e contenant les d�etails�� Je la donne ici for completeness�
Si on note sn�p � min ffn� fn��� � � � � fn�pg� tn�p � max ffn� fn��� � � � � fn�pg �qui
sont int�egrables vu le lemme pr�ec�edent�� on a �n� �p �

g � sn�p�� � sn�p � sn���p�� � fn�� � tn���p�� � tn�p � tn�p�� � h�

�n� la suite �sn�p�p est d�ecroissante minor�ee �la suite des int�egrales aussi�� donc elle
a une limite sn int�egrable et

R
I
sn � limp

R
I
sn�p par le th�eor�eme de convergence

monotone�
De m�eme� �tn�p�p � tn int�egrable et

R
I
tn � limp

R
I
tn�p�

Faisant p�� dans les in�egalit�es pr�ec�edentes� on obtient �

g � sn � sn�� � fn�� � tn�� � tn � h�

d
o�u encore par convergence monotone� �sn�n � s int�egrable� avec
R
I
s � limn

R
I
sn�

et �tn�n � t int�egrable� avec
R
I
t � limn

R
I
tn�

On n
a pas encore utilis�e l
hypoth�ese fn � f � soit � � 
 � pour tout x � I� existe
N�x� � N t�q� n � N�x� �
 f�x�� � � fn�x� � f�x� � �� Alors� pour n � N�x�
et tout p�

f�x�� � � sn�p�x� � fn�x� � tn�p�x� � f�x� � �

d
o�u

f�x�� � � sn�x� � fn�x� � tn�x� � f�x� � �

et donc s � t � f � On a donc obtenu que f est int�egrable� et queR
I
f � limn

R
I
sn � limn

R
I
tn�

En�n� �n� on a sn � fn � tn� donc
R
I
sn �

R
I
fn �

R
I
tn� et comme les deux

extr�emit�es tendent vers
R
I
f quand n��� on a le r�esultat voulu�

Cas particulier 
convergence domin�ee�
Si on remplace l
hypoth�ese d
encadrement � �n� g � fn � h� par une hypoth�ese
de dominance � �n� jfnj � h �h int�egrable�� on obtient comme cas particulier le
th�eor�eme de convergence domin�ee de Lebesgue� Dans ce cas� h est absolument



��

int�egrable �puisque positive  �� donc f et les fn aussi� et on a comme dans tous les
cours sur l
int�egrale de Lebesgue cette pr�ecision suppl�ementaire � lim

R
I
jf�fnj �


�

Corollaire ��� Si f est continue �ou� plus g�en�eralement� int�egrable sur tout seg�
ment�� et s
il existe h int�egrable sur R t�q� jf j � h� alors f est absolument int�e�
grable sur R�

Preuve� On applique le th�eor�eme de convergence domin�ee aux fn � f����n�n� � f
est int�egrable� et l
est absolument puisque jf j � h �et

R
R
f � limn

R
R
fn� j

R
R
f j �R

R
h��

Exemple� cos x
��x�

est int�egrable sur R�

N�B� Une fonction f int�egrable sur tout segment de �a����� est absolument
int�egrable sur �a���� �on dit aussi que l
int�egrale

R ��

a
f�t�dt est absolument

convergente� ssi limX���

R X
a
jf�t�jdt � ���

Il est bon de signaler aussi la �

Proposition ��� Soient I un intervalle born�e de R et fn � I � R �n � 
��
f � I � R des applications telles que �

�� toutes les fn sont R� int�egrables sur I �

�� la suite �fn� converge vers f uniform�ement sur I�

Alors f est R� int�egrable sur I et
R
I
f � limn��

R
I
fn�

N�B� L
hypoth�ese que I soit born�e est essentielle� comme le montre le contre�
exemple I � ������� f�x� � x��� fn�x� � x���j���n��

�� Applications aux int�egrales param�etriques

Th�eor�eme ���� Soient X une partie de R� x� un point de l
adh�erence de X
dans R � I un intervalle de R� et f � X � I � R t�q� �

�� �x � X� l
application I � t �� f�x� t� est int�egrable �

�� �t � I� limX�x�x� f�x� t� existe �et est �nie� �



	


�� Il existe des fonctions g� h � I � R telles que �x dans un voisinage de x� et
�t � I� g�t� � f�x� t� � h�t��

Alors la fonction I � t �� limX�x�x� f�x� t� est int�egrable etZ
I

lim
X�x�x�

f�x� t�dt � lim
X�x�x�

Z
I

f�x� t�dt�

�En particulier� si �t � I� X � x �� f�x� t� est continue en x�� l
int�egrale l
est
aussi��

Preuve� Pour toute suite �xn�n�� de points de X qui converge vers x�� la conver�
gence encadr�ee donne le r�esultat�

Corollaire ���� Si I est compact et f continue sur X�I� alors l
int�egrale d�e�nit
une fonction de x continue sur l
int�erieur de X �si celui�ci est �� 
 ��

Preuve� Soit x� dans l
int�erieur de X � prenons r � 
 tel que l
intervalle �x� �
r� x� � r� soit inclus dans l
int�erieur de X� f est continue donc born�ee �donc
encadr�ee� sur le compact �x� � r� x� � r�� I�

Th�eor�eme ���� Soient X une partie de R d
int�erieur non vide� x� un point de
l
int�erieur de X� I un intervalle de R� et f � X � I � R t�q� �

�� �x � X� l
application I � t �� f�x� t� est int�egrable �

�� �t � I� la fonction x � f�x� t� poss�ede une d�eriv�ee� f �x�x� t�� en tout point
d
un voisinage de x� �

�� Il existe des fonctions g� h � I � R telles que �x dans un voisinage de x� et
�t � I� g�t� � f �x�x� t� � h�t��

Alors l
int�egrale param�etrique x ��
R
I
f�x� t�dt est d�erivable en x�� la fonction

I � t �� f �x�x�� t� est int�egrable� et

d

dx

Z
I

f�x� t�dt
���
x�x�

�

Z
I

f �x�x�� t�dt�

Preuve� La d�eriv�ee f �x�x� t� est la limite du taux de variation � on applique le
th�eor�eme pr�ec�edent en encadrant le taux de variation par le th�eor�eme des ac�
croissements �nis� vu l
encadrement de la d�eriv�ee�

Corollaire ���� Si I est compact et X ouvert� et si �x� t� �� f �x�x� t� existe et
est continue en tout point de X � I� alors X � x ��

R
I
f�x� t�dt est contin�ument

d�erivable sur X� et sa d�eriv�ee s
obtient en d�erivant sous le signe int�egral�



	�

Preuve� Comme pour le corollaire pr�ec�edent�

Exemples d�applications � calcul d
int�egrales comme
R�
�

x�ne�ax
�

dx etR�
�

e�ax�e�bx

x
dx� peut��etre un peu de transform�ees de Fourier et Laplace� etc�

S
il reste du temps �

Th�eor�eme 
admis�� Soit f � I � �a� b� � R� Si f est int�egrable sur tout segment

�c� d� 	�a� b� et si � � limc�a��d�b�
R d
c
f�t� dt existe� alors f est int�egrable sur �a� b�

et
R b
a
f�t� dt � ��

La condition est n�ecessaire et su"sante� par propri�et�e de restriction et continuit�e�

On peut mettre une preuve dans le poly �cf� la version compl�ete��

On en d�eduit la r�egle d�Abel �

Corollaire ���� Soit I � �a� b�� a � R� b ��a����� Soient f� g � I � R� On
suppose que

�� f est une d�eriv�ee sur I � f � F � �d
apr�es le TF� F est donc l
int�egrale
ind�e�nie de f� �

�� F est born�ee sur I � �x � I� jF �x�j �M �

�� g est d�erivable� monotone et born�ee sur I �

�� �c ��a� b�� fg est int�egrable sur �a� c� �

�� F �c�g�c� tend vers une limite quand c� b��

Alors fg est int�egrable sur I�

Preuve� Par parties � �c � �a� b��
R c
a
fg � F �c�g�c�� F �a�g�a��

R c
a
Fg�� Comme

g est monotone et born�ee� g�c� tend vers une limite � quand c � b�� et donc
g� est int�egrable sur I �en e�et �

R c
a
g��t�dt � g�c� � g�a� � � � g�a��� Comme

jg�j est partout �egale �a g�� ou partout �egale �a �g� �selon que g est croissante ou
d�ecroissante�� jg�j est int�egrable sur I� Et comme �x � I� jF �x�g��x�j �M jg��x�j�
F �x�g��x� est absolument int�egrable sur I� Donc

R c
a
fg � F �c�g�c�� F �a�g�a��R c

a
Fg� a une limite quand x� b�� i�e� fg est int�egrable sur I�

Applications �
R
R

sin x
x�

dx�
R
R

sin �x��dx�
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