Chapitre 6
Théorémes de convergence

B4l

|. La convergence en loi

|.1. Définition

On a déja rencontré une convergence en loi lors de I'approximation d’'une loi
binomiale par une loi de Poisson. Ce probleme se place dans un cadre plus général
ou on souhaite remplacer la loi d'une variable aléatoire par une loi d'usage plus
simple

Soit (X)), . y Une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q,
P), p), F , leurs fonctions de répartition, et X une variable aléatoire definie sur
ce méme espace, de fonction de répartition F .

On dit que la suite (X)) converge en loi vers X si, et seulement si, en tout point x ou
F estcontinue,ona lim F,(x)=F(x)
n—-+owo

RAPPEL
Soit (X)) une suite de variables aléatoires binomiales de parameétres n et p, telle que
limnp,=x.

n—+oo

Alors (X,) converge en loi vers une variable de Poison de parameétre A.

En pratique :

Soit X une v.a. suivant la loi binomiale %(n i P)-
Sin>30, p<0,1 et np <15, alors X suit approximativement la loi de Poisson de parametre

np.

|.2. Le théoréme de Moivre - Laplace

On considére une suite (X,) de variables binomiales $B(n ; p), p étant un paramétre

fixé. Alors T,, = Xn—0p converge en loi vers 9(0 ; 1).
\/npq

En pratique, pour n>30, np>15 et npgq>5 (Carnec), P(n; p) suit
approximativement 9{(np ;\/npq).

Les conditions changent suivant les auteurs :

Saporta : nassezgrand, np>5etng>5
Grais : npq=>9
Le programme : n>30et0,3<p<0,7

UndocumentduGTD: n>30,np>5etng>5

Attention a la correction de continuité !
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Prenons $3(100 ; 0,5). npq = 25.

-50
5
On s’intéresse a P(X <52). La valeur exacte est 0,6914.

L’approximation de T = X par 9U(0 ; 1) est justifiée.
Par I'approximation de la loi normale on obtient :

X <52 < T<0,4donc P(X<52)=T1(0,4)

Soit P(X <£52) = 0,6554. Erreur non négligeable !!

-
. S
’

{ N

On corrige de la fagcon suivante : P(X<x) = P(T < M%E)
npq

x—0,5—nps.r£x+0,5—np)

\npq \npg

P(ySsz)zP(y_0,—;\5p(_]”p3TsX+o,—|’15panp)

Pour I'exemple précédent, P(X <52) ~I1( 0,5) = 0,6915.

P(X = x) ~ P(

Exemple 1

On lance une piéce de monnaie « honnéte » 1 000 fois. Quelle est la probabilité
d’obtenir au moins 548 piles ?

Solution

X désigne le nombre de piles obtenus. On cherche P(X > 548).
P(X>548) =1—P(X <547).

On peut approcher par la loi normale. n =1 000 ; np =500 ; npgq = 250
Soit \/npqg = 510 ~15,8.

72 X=500 it approximativement 90(0; 1)

510

P(X <547)~ P[T < 547,5—500]

510

P(T <3)~0,99865 [D'ott P(X >548) ~0,001 35 (une chance sur 1000)|

Remarque
1. Lavaleur exacte de P(X >548 est 1 — 0,998 92 = 0,001 18
2. PXe[m—-30c;m+3c])~0,997
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Exemple 2

On organise un QCM de 100 questions. Pour chaque question il y a trois
réponses possibles dont une et une seule est exacte.

Trouver un entier k tel que si un candidat a au moins k réponses justes, il y a
moins de 5% de chances que toutes les réponses soient dues au hasard.

Solution

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de réponses exactes par un
candidat répondant a toutes les questions au hasard. Il s’agit de trouver un entier
k tel que : P(X>Kk) <0,050u P(X<k-1)>0,95.

X suit B(100 ; 1/3). Les conditions d’approximation par la loi normale sont
vérifiées et np = % Alnpg = %\ﬁ

100
X-73"

T= suit approximativement 97(0 ; 1) et

Y\2

3
P(Xsk—l):P(Tsk_l\’}E_” ) > 0,95 = I1(1,645)

npq

Doa K=1+ 05 =10 4 545 6hit k> 41,59 donc k > 42.

npq

Les « fourchettes » d’'une fréquence binomiale

Soit X, une variable aléatoire qui suit $B(n; p). On suppose les conditions
d’approximation par la loi normale vérifiées ;

On pose F, = % la fréquence associée. Alors : P(|F, - pl g\/—l_) > 0,95
n

Fourchette au niveau 0,95

Démonstration

To=22=1R ¢onverge en loi vers 91(0 ; 1). Donc P(| Ty |<1,96 ) ~ 0,95000435

\'npg

Tal<1,96 & [X2=P| <196 & | F,- pl<22°+/pg
\npg N

\/_

Or pq = p(l - p) < 0,25 donc | Fo— pls\/i_. Ainsi | Tal< 1,96 = | Fo— p|s\/—1_et
n n

P(|Fa-pl le_lﬁ) > P(|Ta |<1,96 ) ~ 0,95000435 > 0,95 cqffd.

On a, de méme, les autres fourchettes :
P Fa-pl <2825y5 000 P(IF.- pl <22)>0,99
\n \n

Pour n =1000 on obtient : P(| Fio00— p| < 2,61%) > 90%
P(| Fio00— p! < 3,2%) > 95%
P(| Fiooo— pl <4,75%) > 99%
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3. Convergence de la loi de Poisson vers la loi normale

Soit une suite (X,) de variables de Poisson P(ni) ot A est un réel positif fixé.
Xn —NA

g

L’approximation est satisfaisante dés que ni > 15.

Alors T, = converge en loi vers 9((0 ; 1) lorsque n tend vers + oo.

|.4. Le théoreme central-limite

Soit Xi, Xz, ..., Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes ayant la
méme loi de moyenne m et d’écart type o.

Xi+ Xo+ ..+ Xn

On pose X, = n

Alors (Xn) converge en loi vers 9U(m ;l)
\/n
B . . - o
Pour n > 30, X suit approximativement 9{(m ; \/—_).
n

Les deux théorémes de convergence précédents sont des cas particuliers de ce
théoréme plus général.
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|.5. Résume

Approximation d’'une loi par une autre

Epreuve : n tirages sans remise

Loi hypergéométrique
a N
f}C[N ;n;ﬁj ol a+b=N

k ~n-k
P(X :k):—cafb
a+b

Sia+b=NetsiN>10n

Ly approximation par la loi binomiale

B(n; p) ol p=%

Epreuve : n tirages avec remise

Loi binomiale B(n ; p)

P(X =k)=CK pkg"™ avec q=1-p

\ 4

Sin>30,p<0,letnp<15

approximation par la

loi de Poisson P(np)

Sin>30,np>15etnpg>5

approximation par la

loi normale 9U(np ; \/npq )

l

Loi de Poisson P(A) o >0

Lk

P(X=k)=e™ -

S A > 15, approximation par la

loi normale 9 ; V1)

\4

Loi normale 9U(m ; c) de densité
de probabilité f avec :

1 1(x-mY
f(x):—G\/ﬂ exp(—a(—c J J

La variable T = X

réduite 9U(0 ; 1) de densité de probabilité f avec :

1.
exp| ——t
p[ 2 j

suit la loi normale centrée
(e}
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2. La convergence en probabilité

2.1. Déefinition

Soit (X)), . y Une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilise (€,
P(Q), p) et X une variable aléatoire définie sur ce méme espace.

On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers X si, et seulement si, quel que
soit ¢ strictement positif : lim P(] X,, - X|<g)=1
nN—+o0

2.2. 'inégalité de Bienaymé-Tchébychev

Soit X une variable aléatoire de moyenne m et d’écart type c.

2
Pour tout réel t strictement positif, P(|X- m| <t)>1- f—z.

2.3. Le theoreme de Bernoulli

Soit X une variable aléatoire qui suit B(n ; p).

On pose F, = % la fréquence associée.
Alors pour toute >0, P(|F,— pl <g)>1- %?2-

C'est I'inégalité précédente avect=getc 2= %1

Corollaire :
Soit X une variable aléatoire qui suit B(n ; p).

On pose F, = % la fréquence associée.
Alors, pour toute >0, lim P(|F, -pl<e)=1
nN—+o0

Autrement dit (Fn) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine p.

Ce corollaire (version « allégée » de la loi faible des grands nombres) justifie le point de
vue des « fréquentistes » qui attribuent comme probabilité d'un événement une valeur
autour de laquelle la fréquence d'apparition de cet événement se stabilise lorsque le
nombre d'expériences indépendantes devient trés grand.
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2.4. Un exemple d’application

Trouver un entier no & partir duquel P(| F, — 1/6 [<0,01) > 0,95 :
— avec Bienaymé Tchebychev.
—avec la « fourchette » .
—avec la loi normale.

On lance un dé parfait n fois. On note F, la fréquence de sortie de I'as.

Solution
1 5
1 66
1. P||F,—|<10?%|>1- 8 6
6 nx10~
4 -4 6
dou 1210 >0,95 ou 531077 5,102 soit nz%
N = 27778

2. Fourchette (conditions d'approximation supposées satisfaites)

1 1
P||F, —=|<—|>0,95.
( "6 xﬁ)
11 suffit de prendre L <107 soit ny, =10*

=<

3. Approximation par la loi normale
On suppose n > 30. Ainsi les conditions sont vérifiées.

n
nF, ——

nF, suit QB(n %j et T, = suit approximativement 97(0 ;1).

36
1
F ——
" 6
Tifs
6\Vn
-2
pl|F, -1 3102j=P |Tn|s6X10
6 5
n
-2 -2
P |Tn|§6><1§ >0,95="P(|T,|<1,96) d'ou 6X1§ >1,96
in in
2
soit ﬁ>@ donc n>5X196 ~5325,55
J5 6
ny, =5336

Comparer les trois méthodes ! !
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